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Am Nachmittage des 26. April starb unerwartet Herr L. Fuchs, der 
verdienstvolle Herausgeber dieser Zeitschrift. Seit dem Jahre 1861 war 
der Dahingegangene ein eifriger Mitarbeiter des Cre//eschen Journals; durch 
den Abdruck seiner grundlegenden Abhandlung ,,Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, deren Coefficienten rationale Functionen einer Ver- 
änderlichen sind^^, wurde zuerst die allgemeine Aufmerksamkeit der Mathe- 
matiker auf den jungen Gelehrten gelenkt, welcher hier der Analysis ein 
neues fruchtbares Gebiet erschloss. Die achtundzwanzig grösseren und 
kleineren Arbeiten, welche diese Zeitschrift ihm verdankt, bilden einen 
grossen und schönen Theil seiner eigenen Lebensarbeit, und können mit 
zu dem WerthvoUsten gerechnet werden, was das Oe/Zasche Journal in 
der zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts veröffentlicht hat 

Es ist hier nicht der Ort, die wissenschaftlichen Arbeiten des Dahin- 
gegangenen nach Verdienst zu würdigen. In einem der nächsten Bände 
werden aber die Leser des Journales eine eingehende Schilderung seines 
Lebenswerkes finden. Hier soll nur dem Danke für seine zehnjährige 
verdienstvolle Thätigkeit als Herausgeber des Cretfaschen Journals Ausdruck 
gegeben werden. 

Von dem vorliegenden Bande ab ist die Leitung dieser Zeitschrift 
mir übertragen worden, und zu meiner grossen Freude haben die Herren 
FrobeniuSy Hettner, Knoblauch, Lampe, SchoUky und Schwan sich bereit er- 
klärt, mich bei dieser schweren und verantwortungsvollen Aufgabe durch 
ihre Mitwirkung zu unterstützen. Ich werde meine beste Kraft daran 
setzen, dass das „Journal für die reine und angewandte Mathematik^^ weiter 
die Wege gehe, welche ihm durch seine früheren Leiter Cretle, Borchardt, 
IVeierstrass, Kronecker und Fuchs vorgezeichnet sind, und ich möchte gleich- 
zeitig an alle Forscher auf dem Gebiete der Mathematik die Aufforderung 
richten, die reifen Ergebnisse ihrer Untersuchungen dem Journal für Mathe- 
matik zur Veröffentlichung anvertrauen zu wollen. 

Berlin, den 1. October 1902. 

Kurt HenseL 



lieber eine Anwendung der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen in der Variationsrechnung. 

(Von Herrn L. W, Thomi in Greifswald.) 

Uas Verfahren, die zweite Variation eines einfachen Integrales mit 
einer zu ermittelnden Function zu untersuchen, welches Jacobi im 17. Bd. 
dieses Journals in den GrundzUgen gegeben hat, ist bekanntlich von Hesse 
im 54. Bd. dieses Journals ausfuhrlich entwickelt worden. An diese Unter- 
suchungen von Jacobi und Hesse knüpft die vorliegende Abhandlung an und 
bringt mit denselben die Theorie der linearen Differentialgleichungen mit ana- 
lytischen Functionen als Coefficienten in Verbindung. 

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen sei /(a:, y, y^^V • -^y^^O? ^ 
die unabhängige reelle Variable zwischen den Grenzen a und 6, y die un- 

bekannte reelle Function von rr, y^''^ = ^ . Die gesuchte Function y wird 

ans der Differentialgleichung, die durch Nullsetzen der ersten Variation des 
Integrals hervorgeht, durch Integration erhalten, die eingehenden Constanten 
seien den Fndbedingungen gemäss bestimmt. Jn einem Streifen in der 
Constructionsebene der complexen Variablen o?, der die Strecke auf der 
Axe des Reellen von a bis b im Innern enthält, sei die gefundene Function 
y eine einwerthige und stetige analytische Function von x. Dasselbe sei 

in Bezug auf die Functionen ^[^^, g ^^^^ ^^^ der Fall Die «/aeo6tsche 

Bedingung sei erfüllt, dass -^-(^-^ auf der Strecke von a bis 6 nicht 
verschwindet. 
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2 Thom^, über eine Anwendung der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

Unter dieser Voraussetzung lässt sich auf Grund einfacher Er- 
wägungen aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit ana- 
lytischen Functionen als Coefficienten von vornherein Folgendes erkennen: 

Es bestehen zu der gefundenen Curre y immer Scharen unendlich be- 
nachbarter Cureen, so dass das vorliegende Integral für die Curve y ein 

Maximum bezüglich Minimum {^gemäss dem Vorzeichen von ^ ^^^L ^^J wird, 

und zwar haben im allgemeinen die Scharen der Nachbarcurven von y diese 
Eigenschaft. 

Dies wird in der ersten Abtheilung gezeigt werden. In der zweiten 
Abtheilung wird nachgewiesen, dass das Entsprechende auch für die iso- 
metrischen Aufgaben gilt In der dritten Abtheilung wird das Vorstehende 
auf Beispiele angewandt. 

Erste Abtheilung. 
1. 

Angabe der hier vorkommeaden Sätze von Jacohi und Hesse. 

Es liege das Integral vor 
(1.) /f(x,y,y^'\...,y^^^)dx, 

a 

f eine reelle Function von x^ y, y^^^ bis y^"\ wo y^""^ = ^ ist, a und b reell. 

Für y wird gesetzt y + «». «ist eine in der Nähe von Null variirende 
reelle Grösse, z eine beliebige reelle Function von x, welche von a bis b 
endlich und stetig bleibt; ebenso beschaffen seien die Ableitungen von z 
nach X bis zur 2 «-ten Ordnung, in welcher Ordnung dieselben vorkommen. 
z soll mit seinen n— 1 ersten Ableitungen für a; = a und 6 verschwinden. 

Wenn für « =^ ein Maximum bezüglich Minimum des Integrales (1.) 
eintreten soll, so muss der erste Differentialquotient des Integrales nach «, 
die erste Variation, für e = verschwinden. Dieses führt in bekannter 
Weise (vergl. Hesse 1. c. S. 231) auf folgende Differentialgleichung, worin 

(2-) ö|L = r(»^'0. 

gesetzt ist: 
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Diese Differentialgleichung ist 2ii-ter Ordnung, wenn 



av 



nicht 



verschwindet, was im Weiteren als Bedingung gefordert wird. Aus dieser 
Differentialgleichung soll y als reelle Function von x mit 2it Constanten 
hervorgehen. Die Constanten seien so bestimmt, dass die gegebenen reellen 
Grenzwerthe von y und seinen n— 1 ersten Ableitungen in x = a und 6 er- 
halten werden. 

Der zweite Differentialquotient des Integrals (1.) nach €, die zweite 
Variation, wird durch folgenden Ausdruck gegeben. Es sei 

d'f 



(4.) 
(5.) 



d'z 



daf 



= a(^) 



und 



(6.) { 



.0) *(o 



2 1/; = 0(X} Ä« + 2 Ooi 2 Ä^^^ + Oll J5^*^ »^ 

+ •••• + 2 a„_,,, «("-^> Ä^-^ + o», «^-> a(«^ 



gesetzt, so wird der zweite Differentialquotient 
(7.) ^ /' ^ ^^- 

a 

Dieser Differentialquotient soll für 6 = bei den verschiedenen 
Functionen « ein und dasselbe Vorzeichen haben. Dieses Vorzeichen ent- 
scheidet in der Taj^/orschen Entwicklung des Integrales (1.) nach Potenzen 
von € mit dem Restgliede bei c^, ob ein Maximum oder Minimum eintritt. 

/h 
%f) dx für 6 = wird, weil z mit seinen «—1 ersten 

a 

Ableitungen für a; == a und 6 verschwindet, gleich folgendem Integrale. Es 
werde 



(8.) 
gesetzt und 

(9.) 



^ > VC") 



öji' 



VW-s^v^'C^^'O + ivC»^^^) 
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4 Thomi, über eine Anwendung der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

80 wird 

(10.) 1 J\dx^ j\ W{z) dx, 

a a 

(Hesse 1. c. S. 231, 247) nnd es kommt weiter aaf die Behandlung von 
(11.) J'\v{i)dx 

a 

an. 

Der Diflferentialausdruck 2ii-ter Ordnung (9.), worin « beliebig ge- 
lassen wird, lässt sieb immer anf die Form 

(12.) SC..,- _lsi..o) + ^ 8j^,<.,_...(_i). _^a..c., 

bringen {Hesse 1. c. S. 236). Durcb Gleichsetzen der Coefficienten gleich 
hoher Ableitangen von » in (9.) und (12.) ergeben sich die Grössen 
^«9 ^»-1 bis %y snccessive eindeutig als ganze rationale Ausdrucke der 
Grössen a^^ (4.) und ihrer Ableitungen nach x bestimmt. Es ist, wenn 

~d~T' = ^pq gesetzt wird, 



(13.) I ^'•-^^ 



(-i)"oi;^ 

Es werde für s 
(14.) « = ii»i 

eingesetzt. -^~ sei durch u^''\ -^ durch ^^{^ bezeichnet, also 

»^^> = ii^^>«, +iial»> etc. 

Hierdurch geht die Function (6.) 2%f} der Grössen «, ä^'^ bis »^"^ in eine 
Function 2\p^ der Grössen «j, »}'> bis »{"^ über. Der Coefficient von «i">»{"> 
in 2\pi ist 

Der (8.) und (9.) entsprechende Differentialausdruck 



(16.) 



^\ («0 - wl V''. (a}'o + /. v; (»n 



dx ^' ^'^ ' ' dx* 



-•(-»■ ^^^^^-*w 
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kann entsprechend (12.) anf die Form 

dx ^ ^ dx^ * ^ ^ ^ dx 



(17.) »„».-£: ». *P^ + :^ 35. »P - • • • (- 1)" £;r »- »J"' 



gebracht werden. 

Man geht nnn von dem Differentialausdmcke (12.) aus — derselbe sei 
jetzt durch !P(«) bezeichnet — und hat also weiter das Integral 

(18.) f\w{i)dx 

a 

ZU behandeln. y^(s) stimmt mit der Form (9.) ttberein, wenn für 2\p{i) 
gesetzt wird 

(19.) 2 V' = siu »' + Sil {%^'^y + 8I2 (»^'0' + ••• + «• (»^'•^)'. 

Nun wird aus (19.) ^rp durch die Substitution (14.) s = iifti der Aus- 
druck 2v^i gebildet und aus diesem die Ausdrucke (16.), (17.), wodurch 
die Grössen S3u bis 33, bestimmt sind, und gemäss (13.) und (lö.) 

(20.) ©, = a,ii^ = a.,ii^ 

ißt. Es werde 



(21.) 



33.*P^-^»..P>+5^»3*{'^ 



-•••(- ir^ ro ».»i"'= 5^1 w^^) 



dx^- 

gesetzt, wo also ¥^1 (»[*0 ^^ Bezug auf %[^^ ein Differentialausdrnck 2(«— l)-ter 
Ordnung ist. Dann besteht bei beliebigen u und «i die Relation 

(22.) uV{i)^zV{u)^- ^ ?P, (.r>) 

{Heese, I. c. S. 241, 242). 

Jetzt wird in dem Integral (18.), worin ??(«) der lineare Differential- 
ansdruck (12.) 2it-ter Ordnung ist, % — uzx gesetzt und für u ein Integral 
der Differentialgleichung !P(fi) = genommen. Hierbei sei vorausgesetzt, 
dass dieses Integral u auf der Strecke x von a bis 6 reell, endlich und 
stetig ist und dort nirgends verschwindet. i5 ist nun die bei (1.) ange- 
gebene Function von x. »1 verschwindet dann mit den «—1 ersten Ab- 
leitungen für x== a und 6. Vermittelst der Relation (22.) wird das In- 
tegral (18.) 

(23.) f' Ä V(z) dx = y ' 2i « '^(2) dx = t' 3^^ V, («}»>) dx. 




Difereiä i al gM ck u Hgem. 



(24.} / »{«y. (.[•>} rfx 

-I 

ist TOD denelbea Art^ wie iaa Int^rrml (18.) and wird in derselben Weise 
behandelt ^xCO i^ ^ Uneare DüferentialMudnick (21.) 2(ii-l)-ter 
Ordnniig in Bexn^ airf ai^\ Es wird >{') = «<')«(') gesetzt. V^(si'^) sei der 
lineare Difierentialaaadrack 2(s— 2)-ter Ordnung in Bezog auf s^% der ans 
7, (>('>) dnrch die Snbatitntion s^' = •{''>!'' gerade so entsteht, wie V", (»{'>) 
dnreh die SnbstitiitMm s = ■>! ans 7(>) entstanden ist Dieser Differential' 
aasdrock ^^(».f^) sei 

d ^ ... . d* 



(25.) 



e,»P>-^^(5,»l'>+ii.L5..1*> 



-..■(-l)>-» ^'-;y^ = y, (,(»)), 



dar-' 
worin 

(26.) (>. = ».(»P)' 

ist Dann besteht bei beliebigen »{*' und s^" die Relation 



(27.) e{') !P. (»{')) - a{» ?F. (r{'>) = - £^ iPa (»n. 



Nun sei ei" ein Integral der Differentialgleichung y'i(ei'0 = O. Hierbei 
gilt wieder die Voranssetzong, dass dieses Integral «P^ auf der Strecke « 
von a bis 6 reell, endlich und stetig sei und dort nirgends verschwinde. In 
dem Integrale (24.) ist s[*' der erste Diffierentialquotient von Si, und »i dnrch 
s — ti«, aus s entstanden, wo s die bei (1.) genannte Function ist ^** 
verschwindet also mit den «—2 ersten Differentialquotienten für a; = a und b. 
Aus dem Integral (24.) entsteht nun mittelst der Relation (27.) 

(28.) y * »« W, («<■>) dx = f »y) »(') V', (»l'O rfo- = y * af V'. (»^'0 rf«. 

a a a 

Es ist gemäss (13.), (20.), (26.): 

(29.) «. = «., = ^^^^^.-5, », = o,.«^ e. = o„(«eiT 

In derselben Weise ist fortzufahren immer unter derselben Voraus- 
seizang wie bei n, ff^^ in Bezog auf die neu eintretenden Integrale der suc- 
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cesBive auftretenden linearen Differentialgleichungen. Man erhält nach der 
n-ten Transformation das Integral (18.) durch den Ausdruck 



(30.) 



/'*a„(««P«5'>...0'rfa? 



£fegeben (Hesse 1. c. S. 248). Es bestanden also die Sabstitationen 
(31.) » = tt «„ »{■> = «i'^ 4'^ i?^ = u>P »?^ etc., 

yro «, «i*\ u>?^ etc. bezttglicb Integrale der » linearen Differentialgleicbangen 

(32.) y (») = 0, V, (al')) = 0, W, (»f ) = etc. 

-waren, y(a) der Differentialaasdrack (12.), ^^(»i*') der Differential- 
aosdrack (21.) 

(33.) «^(») = -ä^^.(2n, 

y,(».?0 der Differentialausdruck (25.) 

(34.) f^i») W, (»^0 ^-^V, (»(^)) etc. 

Es werden aus den Functionen (31.) die n Functionen gebildet 

' II = fi, 

f> = fi / fo^i^ dx^ 
(35.) { 

w =u J dx v^^^ J u>^^ dx^ 



Die Determinante dieser n Functionen und ihrer it— 1 ersten Ab- 
leitungen 



ist 



(36.) 



(37.) 



u ü 



(0 



V V 



w u> 



(0 . 
CO 



,(•-1) 



,(*»-0 



w 



(n-1) 



= A. 



A, = fi" (f??0''"' («^?0' 



n-2 



Sodann geht aus (31.) hervor 
(38.) z=^ufdx e^^f dx w?^/- • • /*i"> dx. 
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Die Determinante der n + 1 Functionen (35.) und (38.) und ihrer 
n ersten Ableitungen 



(39.) 



u u 



(1) 



.(«) 



«0) 



«(») 



w w 



(1) 



w 



(«) 



« z 



0) 



r(») 



= A 



ist 






(40.) A = «"+' («{»)- (ir^'J)"-* 

Daher ergiebt sich der in dem Integrale (30.) vorkommende Ansdruck 



(41.) 



ttr(')tr^*> 



*- An 



Aus den Differentialgleichungen (32.) mit den Beziehungen (31.), 
(33.), (34.), etc. folgt in Bezug auf die Functionen (35.) dieses, u sei irgend 
ein Integral der Differentialgleichung V(i) = 0, und in einem Gebiete, wo 
u nicht verschwindet, mit u der Differentialausdruck ^^ («{^^) gebildet. Nun 
sei v^i^ irgend ein Integral von V^ («J'^) = und in einem Gebiete, wo 
v^i^ nicht verschwindet, mit v[^^ der Differentialausdruck W^ (ä^^) gebildet 
Alsdann sei wi^^ irgend ein Integral von ^Pi («^0 = ^ etc. Dann sind 
gemäss (31.), (33.), (34.) etc. die Functionen (35.) u, t?, w etc. n Inte- 
grale der Differentialgleichung 2ii-ter Ordnung W(^s) = (Hesse 1. c. 
S. 249, 250). 

2. 

AnwenduDg der Theorie der liDearen DifferentialgleichuDgen. 

Aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit analytischen 
Functionen der unabhängigen Variablen x als Coefficienten und einer ab- 
hängigen Variablen kommt hier der Grundsatz in Anwendung: 

In einem einfach zusammenhängenden Gebiete der Constructions- 
ebene der complexen Variablen x seien die Coefficienten der Differential- 
quotienten einwerthige und stetige analytische Functionen von x, der 
Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1. Dann hat die homogene lineare 
Differentialgleichung mter Ordnung ein Integral, welches in diesem Gebiete 
eine einwerthige und stetige analytische Function von x ist und in einem 
Punkte innerhalb dieses Gebietes mit den m — l ersten Ableitungen vor- 
geschriebene Werthe besitzt und hierdurch eindeutig bestimmt ist. 
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Es seien n linearunabhängige in einem Gebiete x einwerthige and 
stetige analytische Functionen y„ ^2 bis y^. Dieselben werden auf die Form 
gebracht 

^2 = f>i /f>2dx^ 

Vi = ^\ Jdx ©2 /t>i dx^ 



(1.) 



Vn = ^i fdx t?2 Jdx Vi /. . . /t?„ dx^ 



wo in jedem Theile des betrachteten Gebietes von x es auch einen solchen 
Bereich giebt, in dem die e nirgends verschwinden« da die y linear- 
unabhängig sind. Aus den Ausdrücken der f> 

(2.) <? = — ^ ^ = .1 i A »1 ^ = A i A 1 A ?i etc 
^ ''^ ^ da: t?j ' ^ dx t>^ da? o, ' * dx r, dx c, dx v, 

geht alsdann hervor, dass dieselben die Form y^ haben, wo x(a?) und v^(a?) 

in dem ursprünglichen Gebiete von x einwerthige und stetige analytische 
Functionen sind, die nicht identisch verschwinden. In einem einfach 
zusammenhängenden Gebiete S, die Begrenzungscurve einbegriffen, welches 
innerhalb des vorhin betrachteten einfach zusammenhängenden Gebietes von 
X liegt, werden die Functionen x(^) und V^(a;) in einer endlichen Anzahl 
von Punkten Null. Daher werden die Grössen © in S auch nur in einer 
endlichen Anzahl von Punkten Null oder unendlich. 

Auf diesen Sätzen beruht die hier vorkommende Anwendung. 

Es lag iVl(l.) das Integral 

(3.) /f(x,y,y^^\...,y^^^)dx 

a 

vor, y^''^= -j^. Durch Integration der Differentialgleichung iVl (3.), ver- 
möge welcher die erste Variation des Integrales (3.) verschwindet, geht y 
als Function von x mit 2i» Constanten hervor. Diese Constanten seien so 
bestimmt, dass y mit seinen Ableitungen bis zur (n — l)-ten Ordnung für 
die reeUen Werthe x = a und b gegebene reelle Werthe erhalte, y sei 
dann auf der Strecke x von a bis b eine reelle Function. 

Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 1. 2 
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JeUt wird folgende Voraussetzung gemacht: In einem Streifen T in 
der Constnictionsebene der complexen Variabein x^ innerhalb dessen die 
Strecke auf der Axe des Reellen von a bis 6 liegt, sei die gefundene 
Function y eine einwerthige und stetige analytische Function von or; für 
X = a bis 6 ist y reell, daher Überhaupt für reelle x in T. 

Die Werthe, welche y^^^ = y, y^"^ = -^ für x von a bis b annimmt, 

mögen in dem Intervalle a^'^^ bis ß^^^ liegen, aS'^ < ß^'^K Jede der Functionen 

sei durch 

(5.) <P(x,y,y^^...,y^^^) 

bezeichnet, x soll positiv (>0) der Art sein, dass y (a?, y, y^*^ ..,»^"0 ^^^^ 
endliche und stetige reelle Function der unabhängig genommenen Variablen 
0?, y, y^^^ bis y^*^ ist, wenn x in dem Intervalle a bis 6, y in dem Intervalle 
a — X bis ß + x^ y^''^ in dem Intervalle a^^'^ — x bis a^'^^^-;? bleibt. 
Die Ausdrücke 
C9.\ IL ^7 

in welche die gefundene Function y eingesetzt ist, sollen in dem Streifen 
T einwerthige und stetige analytische Functionen eon x sein. 

Sodann wird zur Anwendung der in iVl vorgetragenen Jacobi- 
Hesse&chen Theorie vorausgesetzt, dass die Function 

auf der Strecke x von a bis b nirgends verschwindet. Diese Function 
bleibt dann auch wegen der Voraussetzung bei (6.) innerhalb eines Streifens 
wie T von Null verschieden. — 

Durch die genannte vor (7.) stehende Voraussetzung wird gegeben, 
dass die Differentiation des Integrales iVi(l.) nach e durch Differentiation 
unter dem Integralzeichen zulässig ist, dass die erste Variation für € == 
verschwindet, und dass die zweite Variation für « = durch das Integral Nl (7.) 
und sodann durch das Integral Nl (18.) ausgedrückt ist. Letzteres Integral 
ist nun weiter zu behandeln. 

In dem homogenen linearen Differentialausdruck iVi(12.) ?P(«) 2«ter 
Ordnung sind die Coefficienten Sl in dem Streifen T einwerthige und stetige 
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analytische Functionen, der Coefficient der höchsten Ableitung 91« = ^--(iöi~öö 
ist innerhaib desselben Streifens von Null verschieden. Die homogene 
lineare Differentialgleichung -^ V(z) = mit dem Coefficienten der höchsten 

Ableitung gleich 1 hat daher innerhalb des Streifens T einwerthige und stetige 
analytische Functionen als Coefficienten der Differentialquotienten, welche 
Functionen von x von a bis 6 und daher überhaupt für reelle x in T reell sind. 
Es wird nun ein Integral u dieser Differentialgleichung genommen, 
welches für einen reellen Werth x innerhalb T mit seinen 2ii — 1 ersten 
Ableitungen reelle Werthe hat und daher als in T einwerthige und stetige 
analytische Function für reelle o; in T reell ist. Mittelst u wird nach den 
Angaben iVi(14.) bis (21.) der homogene lineare Differentialausdruck 
2(ii-l).ter Ordnung iVi(210 ?^i(«?0 gebildet. Die in demselben auf- 
tretenden Coefficienten Ö sind in demselben Streifen T einwerthige und 
stetige analytische Functionen von rr, welche für reelle x reell sind. Der 
Coefficient der höchsten Ableitung ist S5. = 21^ u^ und wird in einem Gebiete 
innerhalb T in einer endlichen Anzahl von Punkten Null. In T wird ein Gebiet 
genommen, in welchem S5„ nicht verschwindet, welches ein Stück der Axe 
des Reellen enthält. In diesem Gebiete von x hat die homogene lineare 

Differentialgleichung -^ V^ (aj*^) = mit dem Coefficienten der höchsten Ab- 

leitung gleich 1 Coefficienten, die dort einwerthige und stetige analytische 
Functionen und für reelle x reell sind. In demselben Gebiete von x wird 
dann ein Integral t^^^ letzterer Differentialgleichung genommen, welches für 
reelle x reell und eine einwerthige und stetige analytische Function ist. 
Mittelst f?i*^ wird in dem zuletzt betrachteten Gebiete von x der homogene 
lineare Differentialausdruck 2(ii-2)-ter Ordnung iVi(25.) 9^2 (»^ gebildet. 
Die Coefficienten K desselben sind dort einwerthige und stetige analytische 
Functionen, welche für reelle x reell sind. Der Coefficient der höchsten 
Ableitung S„ = 91^ (u v^i^f. Dann wird in diesem Gebiete wieder ein solches 
Gebiet genommen, in dem 6^ nicht verschwindet, welches ein Stück der 

Axe des Reellen enthält und von der Differentialgleichung g- W2 («^^0 = ^ 

ein Integral tci^^ genommen, welches für reelle x reell ist u. s. w. 

Vermittelst der auf diese Weise erhaltenen Functionen ti, f?[^\ ir?^ etc. 
werden die Ausdrücke Nl (35.) ti, t?, w etc. für reelle x reell hergestellt als 

2* 
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n linearunabhängige Integrale von V(z) = 0. Jedes dieser Integrale der 

Differentialgleichung ^ W(z) = ist innerhalb des Streifens T eine ein- 

werthige und stetige analytische Function. Diese n Functionen sind durch 
iVi(35.) auf die Form (1.) gebracht. Aus dem bei (2.) Gesagten ergiebt 
sich für die vorhin angegebenen Functionen ti, i?i^^, trf ^ etc., dass dieselben 
in T einwerthige analytische Functionen sind, die in jedem innerhalb T 
gelegenen Bereiche, die Begrenzung einbegriffen, nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten Null oder unendlich werden und für reelle x reell sind. 
Die Functionen ii, f>[^\ w^^ etc. werden auf der Strecke x von a bis b 
in einer endlichen Anzahl von Punkten Null oder Unendlich. Diese Punkte 
seien Si^ S2 bis S^. Unter denselben können auch a oder 6 sein. Dann 
werden auseinanderliegende Stücke der Strecke a bis 6, von denen jedes 
einen Punkt § . enthält, ausgenommen. Dieselben können beliebig klein 
angenommen werden, sollen aber fixirt sein. Das Stück, welches §r enthält 
sei Tir. Es werden also die Theilstrecken 

(8.) Vi^V2^'"iVx 

ausgenommen. 

Die Function z bei dem Integrale iVi (1.) sollte eine beliebige reelle 
Function von x sein, welche mit ihren Ableitungen bis zur 2«- ten Ordnung 
von a bis 6 endlich und stetig ist und welche mit den Ableitungen bis zur 
(» — l)-ten Ordnung in a? = a und b verschwindet. 

Diese Function z sei nun in den Theilstrecken tji bis rii (8.) gleich Null 
gesetzt. In einem zwischen zwei auf einander folgenden Strecken y;^., bis rjr 
liegenden Stücke (bezüglich in dem Stücke zwischen a oder b und dem nächsten rj 
— dasselbe habe die Endpunkte a und V — sei z eine beliebige reelle Function 
con X die mit den Ableitungen bis zur 2n'tenOrdnung endlich und stetig ist und 
mit diesen in a? = a' und V verschwindet. Ist der Punkt a oder b unter 
den Punkten o' oder b\ so sollen die Ableitungen von z bis zur («— l)-ten 
Ordnung dort verschwinden. 

£ine solche Function ist 
(9.) {x-aJ^'^'ix-bT^'w, 

wo w eine beliebige reelle Function ist, welche mit ihren Ableitungen bis 
zur 2 II -ten Ordnung von a' bis 6' endlich und stetig bleibt. 

Die Function z erfüllt dann auf der Strecke x von a bis 6 die vorher 
genannten Bedingungen. 
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Es war das Integral iVi(18.) 
(10.) ^\ 'F{z)dx 

a 

^ifeiter zu behandeln. Dieses Integral zerfällt dadurch, dass die Integrations- 
strecke a bis 6 in die Stücke (8.) iji bis rix und die zwischen liegenden 
•Stucke getheilt wird, in eine Summe einer endlichen Anzahl von Integralen. 
X)a8 Integral über eine Strecke i?^ ist Null, weil s dort gleich Null ge- 
nommen ist. Es bleiben die Integrale über jede zwischen zwei Strecken 
^r-i und ri^ (bezüglich zwischen a oder b und dem nächsten rf) liegende 
Strecke. Eine solche soll die Grenzpunkte a! und 6' haben. Nun ist 



(11.) f'z V'C*) 



dx 



zu behandeln, in welchem « eine beliebige reelle Function ist, welche mit 
den Ableitungen bis zur 2it-ten Ordnung von a bis 6' endlich und stetig 
bleibt und mit diesen in a' und 6' verschwindet. (Ist a! = a oder 6' = 6, 
so verschwinden dort die Ableitungen bis zur (n— l)-ten Ordnung.) 

Für das Integral (11.) sind die Bedingungen erfüllt, welche auf den 
Ausdruck desselben Nl(SOf) 

(12.) /'a^n(uv^:^fci'K..z^:^ydx 

führen. Die n Functionen m, v^i\ tc^2^ etc., bezüglich Integrale der Differential- 
gleichungen iVi(32.), sind von a' bis b' reell, endlich und stetig und ver- 
schwinden dort nirgends. Nach iVi (41.) ist der Ausdruck 

(13.) llf.i^>f^?^..«i">=£. 

Nach iVi (37.) ist 

(14.) A„ = II- (ri^O""' (^^^y - 

also anf der Strecke a' bis b' reell endlich und stetig und nirgends gleich 
Null. A ist die Determinante iVi(39.). 

Diese Determinante A ist ein homogener linearer Differentialausdruck 
»-ter Ordnung in Bezug auf ». Der Coefficient von ^-^ ist die Grösse A, 

(14.). Die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung >, = mit 
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dem Ooefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 hat in einem Streifen 
der Constructionsebene für a?, innerhalb dessen die Strecke auf der Axe 
des Reellen a bis 6' liegt, einwerthige und stetige analytische Functionen 
als Coefficienten. Dieselbe hat, wie aus dem Ausdrucke A hervorgeht, zu 
Integralen die n Functionen m, c, tr etc., welche durch die Ausdrücke Nl 
(35.) aus den Functionen w, v^i\ w^2^ etc. gebildet sind. Letztere Ausdrücke 
sind nach dem oben Gesagten in dem Streifen T einwerthige analytische 
Functionen; dieselben sind auf der Strecke auf der Axe des Reellen a' bis 
b' und daher in einem Streifen, der diese Strecke enthält, endlich und von 
Null verschieden. Aus den Ausdrücken der Form iVi(35.) geht hervor, 
dass jedes Integral der Differentialgleichung A = in diesem Gebiete eine 
homogene lineare Verbindung mit constanten Coefficienten der Integrale 
u^ t?, fo etc. ist. 

Wenn nun die Grösse s auf der ganzen Strecke x von a' bis 6' die 
Gleichung A = erfüllte, so wäre dieselbe eine homogene lineare Ver- 
bindung von M, c, w etc. mit constanten Coefficienten. Werden diese Con- 
stanten in einem der Punkte a' oder b' durch (n — l)-malige Differentiation 
dieser linearen Verbindung und durch Auflösung des hierdurch entstehenden 
Systems von n linearen Gleichungen bestimmt, wobei die Determinante des 
Systems A„ von Null verschieden ist, so ergiebt sich, da dort z mit den 
n — 1 ersten Ableitungen verschwindet, dass die Constanten Null sein mUssten. 
Also » wäre gleich Null. 

Ist also z nicht auf der ganzen Strecke a' bis b' gleich Null, so 
auch A nicht, dann ist das Integral (12.) von Null verschieden und hat 
das Vorzeichen von a„„. 

Es hat sich also, wenn die oben nach (3.) angegebene Voraussetzung 
erfüllt ist, Folgendes ergeben: 

Wenn ss auf der Strecke x von a bis b eine beliebige endliche und 
stetige reelle Function ist, deren Ableitungen bis zur 2n-ten Ordnung dort 
endlich und stetig bleiben, und z mit den n — 1 ersten Ableitungen in den 
Punkten x = a und b eerschwindel, wenn ferner z auf den bei (8.) genannten 
Theilsirecken rj^ bis rji gleich Null ist, aber nicht auf der ganzen Strecke 
a bis b verschwindet, behält das Integral Nl (18.) immer das Vorzeichen von 
ö7_ 
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Bei allen diesen Scharen von Nachbarcurven y + ez eon y^ wo e eine 
in der Nähe von Null variirende reelle Grösse ist, wird das Integral N1(l.) 

eim Maximum bezüglich Minimum nach dem Vorzeichen von gTnygiiö' 

3. 

Verallgemeinerung des Resultates aus No. 2. 

Die Function z von x war auf den Theilstrecken rj^ bis rix No. 2 (8.) 
gleich NqU gesetzt. Die Schar der Nachbarcurven zu der durch Null- 
setzen der ersten Variation des Integrales No. 1.(1.) ermittelten Curve y, 
die durch y-\-€z gegeben wird, fällt daher auf den Theilstrecken r]i bis tjx 
mit y zusammen. Von dem erlangten Resultate aus kann man zu einer 
allgemeineren Schar von Nachbarcurven von y übergehen, welche den 
grestellten Forderungen genügen. 

An Stelle von z wird jetzt gesetzt 



» + «Z, 



(1.) 



(0(X,B), 



^O 



(2.) t0(x,0, ^^; - (r = l,....-) 

^r a; von a bis b und das in der Nähe von Null variirende e reelle endliche 
ÄTid stetige Functionen von x und « sind. Wenn jede dieser Functionen 
durch <p(x^^) bezeichnet wird, so soll dieselbe Eigenschaft haben 

/Q \ ä(p d\ 

^^'i de' de" 

Is ergiebt sich, dass die erste Variation des Integrales Nl (1.) fttr « = 
denselben Ausdruck hat wie vorhin, also verschwindet, und dass vermöge 
der Differentialgleichung iVi(3.), und weil Z mit seinen Ableitungen nach 
X bis zur (»— l)-ten Ordnung für o? = a und b verschwindet, die zweite 
Variation flir € = wieder der vorige Ausdruck Nl(7.) ist. 

Wenn also die in N2 (nach (3.)) angegebene Voraussetzung erfüllt 
ist, so wird das Integral iVi(l.) ein Maximum bezüglich Minimum (nach 

dem Vorzeichen von g («)g (, jj bei dem Uebergange von der durch Null- 
setzen der ersten Variation des Integrales ermittelten Curve y zu den un- 
endlich benachbarten Curven, welche y mit den « — 1 ersten Ableitungen 
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in den Endpunkten angeändert lassen, diese Cureen im allgemeinen genommen 
bei den Nachbarcurven der gewöhnlich belrachlelen Art. 

Zweite Abtheilung. 
4. 

Die isometrischen Aufgaben. 

Bei diesen Aufgaben soll das Integral iVi(l.) 

(1.) /f(^.y.y''\-^yndx 

a 

beim Uebergange von einer Curve y zu den unendlich benachbarten Curven 
ein Maximum bezüglich Minimum werden, während der Werth eines anderen 
Integrales 

(2.) fF(x,y,y^'\...,y^-^)dx 

a 

gegeben ist, worin Feine reelle Function von a;, y, ..., y^"*\ In Bezug auf dieses 
Integral (2.), worin m^n ist, soll hier nicht verlangt werden, dass dasselbe 
beim Uebergange von der Curve y zu den unendlich benachbarten Curven 
constant bleibt. Es soll vielmehr hier die weniger fordernde Bedingung 
gemacht werden, wenn b die reelle Grösse in der Nähe von Null ist, 
mittelst deren dieser Uebergang vorgenommen wird (iVi, iV3), dass die 
Aenderung des Integrales (2.) im Verhältniss zu b mit unendlich klein 
werdendem b unendlich klein wird. 

Für y wird y + c» (Ni bei (1.)) gesetzt. Der Differentialausdruck 

m (3.) 

BF 

sei durch P, der Differentialausdruck, worin y-^ = F' (y^'^) gesetzt ist, 

(4.) F' (j) - ^ F' (jr^' ) + -^r F' (»«) - . . (- ir ^ F' (y"»)) 

durch S bezeichnet Da die Werthe von i und seinen «—1 ersten Ab- 
leitungen in o: = a und 6 verschwinden, wird die erste Variation von (1.) 
für « = 

(5.) f'sQdx 
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und die erste Variation von (2.) für e = 
(6.) f\sdx. 

a 

Damit letzteres Integral verschwindet, wird nach Cauchy (siehe Gonrs 
d'Analyse von Duhamel oder Cours de Calcul diff. et int. von Serret) 

(7.) ^S^cp'ix)^"-^ 

gesetzt und 

(8.) tp {x) = (x - ay (x - by^' w 

genommen. Hieraus geht 

(9.) » = ^'^ 

hervor. Dieses in (5.) eingesetzt, ergiebt 

(10.) /cp'Cx) I rfx = -/V(x)/- I dx. 

a a 

Da w beliebig, so folgt 

(110 ,^ f = 

(120 f = c, 

WO c eine Constante. Aus der Differentialgleichung 

(13.) Q^cS^O, 

die von der 2ii-ten Ordnung ist, wird durch Integration y als Function von 
ac^c und 2n anderen Constanten, die für x = a bis b reell ist, ermittelt 
Die Constanten sind durch die gegebenen Werthe von y und seinen n— 1 
ersten Ableitungen in a? = a und b und durch den gegebenen Werth des 
Integrales (2.) zu bestimmen. 

Abdann werden in Bezug auf die Function y und die Functionen 

ff (1) (nn AL ^Y d'f 

dieselben Voraussetzungen wie in N2 (nach (3.)^ gemacht. In Bezug auf die 

BF 
Functionen F(x^y^y^^\...^y^"'^)y -^-j^ werden die Voraussetzungen aus N2 

bei (4.) (5.) (6.) gemacht. 
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Femer soll der Diff'erentialausdruck S (4.) in dem in N2 (nach (3.)^ 
bezeichneten Streifen T eine einwerthige und stetige analytische Function von 
X sein, die nicht identisch verschwindet. 

Dann ist S auf der Strecke x von a bis b in einer endlichen An- 
zahl von Punkten gleich Null. Diese Punkte seien ti l>is ^^. Es werden 
auf der Strecke a bis b auseinanderliegende Theilstrecken 6 ausgenommen, 
von denen jede nur einen Punkt ^ enthält, dieselben seien 

(14.) öl, ^2, ...,ö^. 

Nun sei w in (8.) auf der Strecke x von a bis b eine beliebige endliche 
und stetige reelle Function, deren Ableitungen bis zur (2ii+l)-ten Ordnung 
dort ebenfalls endlich und stetig sind, welche auf den Theilstrecken tji bis 
7ix(N2(ß.y) und auf den vorhin genannten Theilstrecken Oi bis 0^ gleich 
Null ist, aber nicht allenthalben auf der Strecke a bis b verschwindet. 
(Eine solche Function ist mittelst der Functionen iV2(9.), worin 2«+ 2 
statt 2» + l, 2n + l statt 2« gesetzt wird, zu bilden). 

Da (p(x) (8.) nicht allenthalben von x = a bis b constant gleich 
Null ist, so verschwindet (p' (x) auch nicht allenthalben. 

Der Ausdruck (9.) für z ist dann eine Function, welche mit den Ab- 
leitungen bis zur 2n-ten Ordnung auf der Strecke x von a bis b endlich und 
stetig ist, für x ^ a und b mit den Ableitungen bis zur (n — lj~ten Ordnung 
verschwindet, auf den Theilstrecken 17, bis tji (N2(8.)J und 6^ bis 6^ (14.) 
gleich Null ist, aber nicht allenthalben von a bis b verschwindet. 

Die erste Variation (6.) des Integrales (2.) ist für c = gleich Null 
vermöge des Ausdruckes (9.) für z. 

Die erste Variation (5.) des Integrales (1.) ist für € = gleich Null, 
da aus (13.) folgt 

(15.) f'zQdx-c f'zSdx = 0. 

Da die erste Variation des Integrales (2.) flir « = verschwindet, so 
ist die für dieses Integral gestellte Forderung erfüllt. Da die erste Variation 
des Integrales (1.) für e = verschwindet, so handelt es sich nunmehr um 
die zweite Variation dieses Integrales. Diese Variation wird vermöge der 
gemachten Voraussetzung und der vorhin angegebenen Eigenschaften von 
z wie in iV2 behandelt und das Resultat ist dasselbe wie in A'2. 
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bezüglich Minimum ist und die Aendening des Integrales iV4(2.) durch s 
dividirt unendlich klein wird. 

Dritte Abtheilvng. 
6. 

Beispiele lu der ersten Abtheilang. 

I. Kürzeste Linie zwischen zwei Punkten. 
Das Integral Nl (1.) ist 



(1.) /*!'! + OT^^. 



j,ti) 



(2.) r= l^l+(Jf^'o^ r(y) = o, r (y^'>) = ^^^y 

Die Differentialgleichung N 1 (3.) 

(3.) /"(y)-/ir(»*'0 = o 

giebt y^^^ = const y = CiX + C2. Für x -^ a^ y=^ct und x = 6, y =^ ß' 

(4.) 9-« = |E:|(^-«)- 

Die Voraussetzung aus N2 (nach (3.)) in Bezug auf y und die Ausdrücke (2.), 
(5.) ist erfüllt. Das Vorzeichen von 3-7i)-5-(i) ist positiv, also ist ein Mi- 
nimum vorhanden. 

IL Meridiancurve einer Rotationsfläche von kleinstem 

Oberflächeninhalt. 
Das Integral iVi (1.) ist, abgesehen von dem Factor 2 ti, wenn die 
a?-Axe zur Rotationsaxe und y positiv genommen wird, 

(6.) /y}^T+(y^ydx. : ' : 

a 

(7.) / = y VH^-y, r (y) = j' 1+ (y^'o', r (»^'O = y\^^^ 

Die Differentialgleichung Nl (3.) 

(8.) r'(9)-fj'(y'') = o 
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hat zum ersten Integrale 

(9.) /-/^'(j,o))y(o==e, 

also 

Hieraus 

(11.) y = |(e^ + 6-«'-^*). 

Durch Verschiebung des Ursprungs des Coordinatensystems in der oj-Axe 
wird aus (11.) 

(12.) !f^"i{e-+e'-). 

Die Curve (12.) wird dem Integrale (6.) zu Grunde gelegt, c^ ist positiv, 
da y positiy sein soll, die Endpunkte von y in x — a und b sollen auf der 
Kettenlinie (12.) liegen. 

Die Vorausetzung aus N2 (nach (3.)) in Bezug auf y und die Ausdrücke 

(7.) und (13.) ist erfttllt. Das Vorzeichen von ^ ^^^g ^^^ ist positiv, also liegt 

ein Minimum vor. 

in. Brachistochrone. 

Die positive y-Axe in der Richtung der Schwere, g die Schwere 
auf die Masseneinheit bezogen, v die Geschwindigkeit des auf der Curve 
sich bewegenden Massenpunktes. Bei x = a = sei j^ = 0, bei tr = 5 j^ = /9. 

(14.) -2 = gry + con8t. 

(15.) ~ = i^(y+*). 



1 



Hier sei die Constante *>0. Das Integral iVl(l.), welches lait -7^ 
multiplicirt die während der Bewegung verflossene Zeit ausdrückt, ist 






y(l) 



2(y+*)* ' " ' V(y + *)(l + (y^")*) 



22 fhomi, über eine Anwendung der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
Die Differentialgleichung N 1 (3.) 

(18.) n9)-j-r(y''')-o 

hat als erstes Integral 

(19.) f~r(s''')y''' = c. 

also 

(20.) (» + *)(l + (y^'0')=;ii = 2ß. 



Hieraus 

(21.) (yt») 



t,) , _ 2/?-( y + t) 



y + * 



-(y+*) 



(220 S-l^^» • 

Die Differentialgleichung (22.) und daher (20.) wird befriedigt durch die 
Coordinaten der Cykloide 

(23.) x+h = R(e-%me\ 

(24.) y+Ä = ß(l-co8Ö). 

Für den Winkel 6 sei das Intervall tf» bis ^i genommen, wo 

(25.) 0<tfo<tf,<27i. 

Bei gegebenem positivem Werthe R und beliebig angenommenem Werthe ^u 
wird k aus der Gleichung 

(26.) & = Ä(l-co8(?„) 

bestimmt und k aus der Gleichung 

(27.) A = ß(ö„-8in<?„). 

Dann sei fUr ^, 

(28.) 6+A = ß(Ö,-8inö,), 

(29.) /3+& = Ä(l~cos<?,). 

ap ist eine einwerthige und stetige analytische Function von ^> t^ = Ä(l— costf) 

verschwindet in dem Intervalle 0^ bis 6^ nicht. Daraus folgt für als 
Function von x, dass es in der Constructionsebene der complexen Variablen x 
einen Streifen T giebt^ innerhalb dessen die Strecke or =» bis 6 liegt^ in 
welchem eine einwerthige und stetige analytische Function von x ist 
in demselben Streifen ist dann auch y eine einwerthige und stetige analy- 
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tische Function von x. y + ä ist bei Öo bis Ö, , daher bei a? = bis x^b 
von Null verschieden und bleibt demnach innerhalb eines solchen Streifens T 
von Null verschieden. Es ist 



(30.) 



öY 3i'i+(^o)y öY 



d'f ^ i_ 



Die Voraussetzung aus N 2 (nach (3.)) in Bezug auf y und die Ausdrücke 
(17.) und (30.) ist erfüllt. Das Vorzeichen von ^ ^^^' ^^^ ist positiv, also 
ist ein Minimum vorhanden. — 

Auf der Cykloide, (23.) (24.) mit den Relationen (26.) bis (29.) hat der 
Punkt Ö = die Coordinaten a? = — A, y = — ä. Wenn in diesem Punkte r = 
ist, so folgt aus Gleichung (14.) die Gleichung (15.), also der Massenpunkt 
erlangt in o; = 0, y = die Geschwindigkeit, die aus der Gleichung (150? 
welche hier zu Grunde gelegt ist, hervorgeht. Die Nachbarcurven haben 
die Punkte ö« oder a; = 0, y = und 0^ oder x = b, y = ß mit der Cykloide 
gemeinsam. Damit in beiden Punkten auch die Tangenten der Nachbar- 
curven mit denen der Cykloide übereinstimmen, wird, da hier n aus iVi(l.) 
gleich 1 ist, ä (Ni) und Z(NS)^ welches in a: = o und b mit den « — 1 
ersten Ableitungen verschwindet, so gewählt, dass in a: = o (hier a: = 0) 
und X =s b auch noch die n-te Ableitung verschwindet. Wenn nun der 
Massenpunkt mit der Anfangsgeschwindigkeit Null sich auf der Cykloide 
von dem Punkte ö = bis ö = 6^^ bewegt, alsdann auf eine Nachbarcurve 
übergeht und in dem Punkte — di wieder auf die Cykloide kommt, so 
ist dieses der hier behandelte Fall. 

7. 

Beispiele zu der zweiten Abtheilung. 

L Meridiancurve von gegebener Länge bei einer Rotationsfläche 
von kleinstem Oberflächeninhalt. 

Das Integral iV4(l.) ist, abgesehen von dem Factor 2n, wenn die 
a;-Axe zur Rotationsaxe und y positiv genommen wird. 



(1.) /y}^l + (y^ydx, 
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das Integral iV4(2.) 

(2.) f'yi + ^^dx. 

a 

Es ist 



(4) F=l^r+(i^)S F'(y) = 0, /^'(O^vv^^,. 

Die Differentialgleichung N4 (13.) 

(5.) p-cS = 

hat zum ersten Integral 

(6.) /'-r(y^'^)y^''-c(F-F'(yi'>)j,c.)) = Ä^ 

also 

Hieraas 

(8.) »-c= 2-(^e *. +e *. ;. 

Durch Verschiebung des Urspranges des Coordinatensystems in der a:-Axe 
erhält man 

(9.) !(-c=^i(e^+6"^). 

Die Curve (9.) wird den Integralen (1.) und (2.) zu Grunde gelegt, y positiv. 
Die Punkte x =: a und b seien so, dass auf der Kettenlinie, Ai >> oder k^ <; 0, 

(10.) y = |-(e*^+e~^0 

zwischen x = a und b die gegebene Länge der Curve vorhanden ist. Die 
Endpunkte sollen alsdann auf der Curve (9.) liegen. 

^ ^ ^^l/l + (y^»>)' 

Die Voraussetzung aus N4 in Bezug auf y und die Ausdrücke (3.), (4.), (H.)) (12.) 
ist erfflllt; S ist nicht identisch Null, weil sonst y^^^ constant wäre. Das 

Vorzeichen von ^ (^^^ (i^ ist positiv, es ist (s. No) ein Minimum vorhanden. 
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Daher wird das Integral (2.) gleichzeitig ein Minimum, wenn ss gemäss der 
Behandlangsweise des Integrales (2.) nach N2 aosser auf den Theilstrecken 
iV2(8.) auf analogen Theilstrecken Null ist. 

IL Meridiancnrve kleinster Länge bei einer Rotationsfläche 
über gegebenem Volumen. 

Das Integral JV4 (L) ist 

(14.) f'VT+(/^yfdx. 

Das Integral N4 (2.) ist, abgesehen von dem Factor n, wenn die a;-Axe 
zur Rotationsaxe genommen wird, 

(15.) /"y'dx. 



Es ist 



(1)^ ?^ 



(16.) f=vu^^^)\ r(») = o, r(0 = ^j^^^., 

(17.) F=y^ F-(y) = 2y, F(f^^) = 0. 

Die Differentialgleichung N4 (13.) 

(18.) Q-cS^O 

hat zum ersten Integral 

(19.) r'-f\y''')y''^-c(iF^F'(j,^'^)y^'^) = * 



also 



(2«-) TTTPf -''' = '• 



Hierans 



(21.) (y''>) 



,r,y _ l-(cy*+ky 



(cy'+k) 



« ? 



e und k sind reelle Constanten, j^ soll sich auf der Strecke a bis /?, die 
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Null nicht enthält, bewegen, so dass (cy^+kf nicht verschwindet und kleiner 
als 1 ist; das Quadratwurzelzeichen ist so, dass die Grösse unter dem 
Integralzeichen positiv ausfällt, x ist auf der Strecke y von a bis ß und 
in der Nähe derselben eine einwerthige und stetige analytische Function 

von y, die für jf = a gleich o, für y ^ ß gleich h wird. Da -j' ^^^ 

nicht verschwindet, so ist die umgekehrte Function y in einem Streifen der 
complexen Variablen rr, der die Strecke x von a bis h im Innern enthält, 
eine einwerthige und stetige analytische Function von a?, welche ftlr reelle x 
reell ist. Das Volumen des Rotationskörpers zwischen den Ebenen x =^ a 
und X = h sei gegeben. 



(25.) S = 2y. 

Die Voraussetzung aus iV4 in Bezug auf y und die Ausdrücke (16.), (17.), 
(24.), (25.) ist erfüllt. S ist nirgends Null, daher kommen die Ausnahme- 

Stellen tf iV 4 (14.) hier nicht vor. Das Vorzeichen von g (d^ id ^^t positiv. 

Es ist ein Minimum vorhanden, wenn die Scharen der Nachbarcurven 
von y aus N5 eintreten. 

III. Meridiancurve einer Rotationsfläche von kleinstem Ober- 
flächeninhalt über gegebenem Volumen. 

Das Integral iV4 (1.) ist, wenn die a?-Axe zur Rotationsaxe und y 
positiv genommen wird, abgesehen von dem Factor 27i, 

(26.) fyfi^^'Jdx. 

a 

Das Integral iV4 (2.), abgesehen von dem Factor n, ist 
(27.) f'y'dx. 

a 

Es ist 



(28.) /= »n+(y^»)% /'(y) = A+(y'0% r(y^'') = -^rfh^h 

(i+(y^'0) 

(29.) F = y\ F'(ff) = 2y, F'(y^'^) = 0. 

Die Differentialgleichung N4 (13.) 

(30.) Q-cS = 
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hat zam ersten Integral 

(31.) f-r (y^'O 9''' - <F--F (y^») yCO) = * 



also 



(32.) -=l=-cü^ = &. 

Hieraus 

(33.) (,<.>). = i!g«»;+»)!, 

(36.) .=/±/-ö0^-y„ + ,. 

a 

c und A sind reelle Constanten; y^ welches positiv ist, soll sich auf der 
Strecke a bis ß bewegen, so dass (cy^ + ky nicht verschwindet und 
y^>Ccy^ + ky ist. Das Quadratwurzel Vorzeichen ist so, dass die Grösse 
unter dem Integralzeichen positiv ausfällt, x ist auf der Strecke y von a bis ß 
und in der Nähe derselben eine einwerthige und stetige analytische Function 

von jf, die für y = a gleich a für y = /9 gleich b wird, j- verschwindet 

dort nicht, also ist die umgekehrte Function y in einem Streifen, der die 
Strecke x von a bis b im Innern enthält, eine einwerthige und stetige ana- 
lytische Function von x^ welche flir reelle x reell ist. Das Volumen des 
Rotationskörpers zwischen den Ebenen x =^ a und a; = 6 sei gegeben. 

(36.) Ä = 0, '•' - »<" ^'f - > 



(37.) S = 2y. 

Die Voraussetzung aus N4 in Bezug auf y und die Ausdrücke (28.), (29.), 
(36.), (37.) ist erfüllt S verschwindet nirgends, daher kommen die Aus- 

nahmestrecken 6 N4 (14.) nicht vor. Das Vorzeichen von ^ ^^yi ^^^ ist 

positiv. Es ist (s. N5) ein Minimum vorhanden. 
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Bemerkungen zum Riemannschen Problem. 

(Von den Herren L. Schlesinger in Klausenburg und T. Brodin in Lund.) 



1. 
(Auszug aus einem Briefe an Herrn T. Brodln von Herrn L. Schlesinger.) 

JJie Verallgemeinerung des /iJentaiiiisehen Problems der 

Theorie der linearen Differentialgleichangen, die Sie in Ihrem geschätzten 
Schreiben vom 24. d. M. formuliren und die darin besteht, dass die Be- 
dingung, die n zu determinirenden Functionen mögen in den vorgeschriebenen 
Verzweigungspunkten nicht unbestimmt (oder, wie Riemann es ausdruckt, 
nicht von unendlich hoher Ordnung unendlich) werden, fallen gelassen wird, 
giebt mir zu den folgenden Bemerkungen Veranlassung, die ich Ihnen 
auf Ihren Wunsch hiermit gern mittheile. 

Dass Riemann das Problem gerade in der beschränkten Fassung 
formulirt, in welcher ich es auch in meinen auf diesen Gegenstand Bezug 
nehmenden Arbeiten behandle, scheint mir nicht allein darin seinen Grund 
zu haben, dass die Klasse von linearen Differentialgleichungen, auf die 
das Problem fuhrt (die FticA^sche), wie Sie es ausdrucken „in gewissen 
Hinsichten als die einfachste und am meisten zugängliche betrachtet werden 
kann^, sondern vielmehr auch darin, dass allein bei dieser Fassung des 
Problems von vornherein gesichert ist, dass die lineare Differentialgleichung, der 
die zu determinirenden Functionen genügen, rationale Coefficienten besitzt. 

Lässt man nämlich die Beschränkung, dass die n zu determinirenden 
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Hl, . . . a^, a<,^.i allenthalbeD eindeatig, eDdlich, stetig sind, so hat man die 
eindeutigen Functionen 

SO zu wählen, dass sie ausser den Oi, . . ., a^, a^+i (wo sie auch wesentlich 
singulare, d. h. Unbestimmtheitsstellen aufweisen können) nur noch eine 
endliche Anzahl von Polen 61, ..., 6^ besitzen, und in diesen so unendlich 
werden, dass die 61,..., 6^ fttr die lineare Differentialgleichung mit ein- 
deutigen Coefficienten, der die Ausdrücke (1.) genügen „ausserwesentlich 
singulare Punkte'^ (im Sinne von Herrn Fuchs, Crelles Journal, Bd. 68, 
S. 378) liefern, also Punkte, in welchen die Ausdrücke (1.) selbst endlich 
bleiben. Die Bedingungen hierfür sind dieselben wie die, welche auf 
S. 164 ff. meiner Arbeit (Cre/fes Journal, Bd. 123) für das Verhalten der da- 
selbst mit 

g(xy g(x)^ • • •' g(x) 

bezeichneten rationalen Functionen in der Umgebung der Stellen 6, ange- 
geben sind. 

Damit ist also die Lösung des von Ihnen verallgemeinerten Riematm- 
sehen Problems auf die Lösung des entsprechenden Problems in seiner ur- 
sprünglichen Fassung zurückgeführt. 

Verlangt man insbesondere, dass die Goefficienten der linearen Diffe- 
rentialgleichungen n-ter Ordnung, der die Lösungen (1.) des in Ihrem Sinne 
verallgemeinerten Riemannschen Problems genügen, rationale Functionen von 
X seien, so hat man die eindeutigen Functionen r«,, r^j, . . ., r,-i,ü in (!•) 
noch so einzurichten, dass sieh aus dem Gleichungssysteme (Di), (D3) meiner 
Arbeit (Cre/fes Journal, Bd. 124, S. 50) die pi„ p„ . . ., p,«i als rationale 
Functionen von x efgebeü, wenn 9^07 ?i, • • ., ?«-i die Goefficienten der aus 
dem entsprechenden Riemannschen Probleme entspringenden Differential- 
gleichung der FticA^schen Klasse bedeuten. 

Sie sehen also, dass das von Ihnen verallgemeinerte Riemann%che 
Problem als gelöst zu betrachten ist, wenn die Lösung des entsprechenden 
ßtemaimschen Problems gesichert ist, also nach den Ergebnissen meiner 
Arbeiten stets, wenn die Substitutionen i4| , . . . , ^^ die von mir sogenannten 
Convergenzbedingungen erfüllen. 

Klausenburg, den 29. November 1901. 
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IL 

(Amiug ans einem Briefe an Herrn L. Schlesinger von Herrn T. Brodin.) 

Die Lösung des in meinem vorigen Briefe besprochenen 

verallgemeinerten /IteiTianiischen Problems, lässt sich also, wie Sie es aus- 
drücken, auf die Lösung des Problems in seiner ursprünglichen Fassung 
zurückführen. Die nähere Bedeutung dieser Reduction der allgemeineren 
Frage auf die speciellere hat man aber — wenn ich Ibre brieflichen Mit- 
theilangen richtig aufgefasst habe ~ folgendermassen zu verstehen: Wenn 
man in irgend einem Falle (bei gewissen gegebenen a^ und A^ n Functionen 
«1,...,«» hat bestimmen können, welche den ursprtinglichen AJemannschen 
Bedingungen genttgen, so sind damit alle Systeme von n Functionen be- 
Btimint, welche den Forderungen des verallgemeinerten Problems ent- 
sprechen; alle solche Functionssysteme lassen sich nämlich durch Ausdrücke 
der Form (1.) Ihres Briefes darstellen, wo die eindeutigen Functionen r^^o 
gewisse völlig bestimmte, von Ihnen näher angegebene Bedingungen er- 
ftlllen sollen. Und ähnliches gilt (wie ja schon aus der Stelle II, 1 p. 112, 113 
Ihres bekannten Handbuches hervorgeht) auch, wenn man als „das ver- 
allgemeinerte Problem'' das noch allgemeinere bezeichnet, welches Sie in 
Ihrem Schreiben formulirt und mit (B^) markirt haben; dann sind aber die 
rft,u als beliebige eindeutige Functionen aufzufassen. 

Hierzu kann ja noch Folgendes bemerkt werden. Wenn in irgend 
einem Falle das Problem (B^) überhaupt lösbar ist, so giebt es unendlich 
viele Lösungen, d. h. unendlich viele Systeme von n Functionen der ver- 
langten Art, und dieselben hängen zu zwei und zwei durch Relationen der 
genannten Form (1.) zusammen, oder — wie man es auch ausdrücken 
kann — den gegebenen a^ und Äi entspricht ein System von unendlich 
vielen nach Ihrer Definition (Crelle^ Journ. Bd. 124 pag. 48) „cogredienten" 
linearen homogenen Differentialgleichungen mit eindeutigen Coefficienten. 
A priori liegt aber die Möglichkeit vor, dass in gewissen Fällen das 
Problem (Bi) überhaupt keine Lösungen besitzt. Und auch bei Lösbarkeit 
desselben ist es a priori denkbar, dass unter den zugehörigen Functions- 
systemen keine vorkommen, welche den Atefftannschen Bedingungen genügen, 
oder was dasselbe ist, unter den zugehörigen Differentialgleichungen keine 
der FffcA^chen Klasse angehört. Die Frage, ob das Atemannsche Problem 
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immer lösbar ist, lässt sich also, wenn man so will, in die folgenden zwei 
Fragen auflösen: Erstens kann man fragen, ob das Problem (BO immer 
lösbar ist. Und zweitens: 

Qf.) Enthält ein System f>on ^cogredienten^ linearen homogenen Differential- 
gleichungen mit einer endlichen Anzahl von Ventceigungsstellen (und mit ein- 
deutigen Coefficienten) immer Gleichungen der Fuchsschen Klasse? 

Wenn gezeigt werden könnte, dass diese Frage zu verneinen ist, so 
wäre natürlich eo ipso gezeigt, dass TiiemannB Problem nicht immer lösbar 
ist. Wenn dagegen die Frage zu bejahen ist, so folgt daraus noch nicht, 
dass Riemann^ Problem immer Lösungen besitzt, so lange die ausnahmslose 
Lösbarkeit des Problems (B^) nicht in strenger Weise dargethan ist. Aber 
die Bejahung von (</).) würde involviren, dass die Lösung von (Bj) im 
strengsten Sinne auf die Lösung der ursprünglichen Aiemannschen Aufgabe 
reducirbar wäre. Gegenwärtig weiss man ja nur, dass — zufolge Ihrer 
Untersuchungen — (cp.) in dem Falle zu bejahen ist, wo die „Convergenz- 
bedingungen** erfüllt sind. — Die Frage ((p.) ist ja übrigens mit derjenigen 
gleichbedeutend, ob man in Ihren Gleichungen (Ej.), (Ej.), (Crelle^ Journ. 
Bd. 124, p. 55) bei gegebenen eindeutigen Functionen Po, ...,p«-i, welche 
zu einer Differentialgleichung der fraglichen Art als Coefficienten gehören, 
immer rationale Functionen qu^...,qn-i von der für die Coefficienten einer 
Gleichung der Fuchs^chen Klasse charakteristischen Form so bestimmen 
kann, dass (Ei.), (E^.) ein System von eindeutigen Integralen erhalten. 

Meine Beschäftigung mit diesen Dingen ist gewissermassen von mehr 
beiläufiger Natur gewesen. Aber es kommt mir vor, als ob die ausdrück- 
liche Fixirung der (freilich sehr nahe liegenden) Frage (y.) vielleicht nicht 
ohne Werth oder Interesse sein könnte. Und zwar hat ein ganz besonderer 
Umstand in sehr natürlicher Weise meine Gedanken in diese Richtung 
gelenkt Bei Erwägungen über das ßieifiannsche Problem in dem Falle, 
wo die „Convergenzbedingungen'' nicht erfüllt sind, wurde ich nämlich zu 
einer Bemerkung geführt, welche sich zunächst auf eine etwas allgemeinere, 
weniger verlangende Aufgabe bezieht (im wesentlichen die von mir vorher 
erwähnte). Es zeigte sich nämlich, dass die Frage nach der völlig aus- 
nahmslosen Lösbarkeit dieser Aufgabe sich auf eine ungleich viel bescheidenere 
und wenigstens anscheinend einfachere Existenzfrage zurückführen lässt 
(und ich stehe im Begriff über diese Untersuchung an anderer Stelle eine 
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Yorläafige MittbeiluDg zu veröffentlichen*). Inwieweit aber hiermit etwas 
für die ursprüngliche RiemannBche Aufgabe gewonnen sein kann, ist eine 
Frage, welche natürlich unmittelbar mit der Frage (cp.) zusammenhängt 
(sowie auch mit der allgemeineren Frage, wie sich die Verhältnisse inner- 
halb eines Systems „cogredienter" Differentialgleichungen der obengenannten 
Art in verschiedenen Hinsichten gestalten können). . . . 

Lund, den 7. December 1901. 

•) Dieselbe ist inzwischen erschienen: „Öfversigt** der Stockholmer Akad. 1902, 
p. 5-11. 
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lieber Näherungswerthe und Kettenbriiche. 

(Von Herrn E. Netto in Giessen.) . 



JJurch den für die vorliegende Arbeit gewählten Titel soll neben 
der Charakterisirang ihres Inhalts zugleich auf eine ebenso benannte, im 
115. Bande (1895) dieses Journals von Herrn K. Th. Vahlen veröffentlichte 
Arbeit hingewiesen werden. In dieser interessanten Skizze finden sich 
Untersuchungen, die im Folgenden fortgesetzt, erweitert und genauer begründet 
werden sollen. Es wird sich zeigen, dass die Kettenbruchentwickelungen, 
welche sich an eine Far aj^sche Reihe anknüpfen lassen, nach manchen 
Richtungen hin weiter gefasst werden können, als dies bisher geschehen 
ist, und dass dabei eine ganze Anzahl von beachtenswerthen Gesetzmässig- 
keiten zum Vorschein kommt. 

Die Litteraturangaben sind von Herrn Vahlen bereits so genau und 
vollständig gemacht worden, dass ihnen nichts hinzuzufügen war. 

§ 1. 

Es sei ß ein beliebiger positiver echter Bruch, dessen Kettenbruch- 
entwickelung in gewöhnlicher Form bei positiven ganzzahligen Nennern 
durch 

Cl.) /3 = l/ai + l/a,+ l/a3 + ...+ 1/a, 

gegeben wird*). Wir setzen 



*) Diese Schreibweise statt /? = :r oder - -i h — - -i oder 



a. 



'' ' «, + ... 
+ ' — ;-\-- — r • • • scheint mir empfehlenswerth. 
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(2.) /?«= l/öa4.1 + l/Oa + ^H h l/ö. (a = l,2,...,v-l), 

SO daa8 

/9=l/a, + /?,= l/fl,+ l/a, +/?, = ... 

iöt, und dass alle /?„/?2,..., gleichfalls positive echte Brüche sind. 
Nun schreiben wir zwischen die beiden Anfangsbrüche 

? = "^ und I = A 

1 Wo 1 W, ' 

TTom zweiten anfangend und von rechts nach links gehend, die a^ Brüche 

liin, so dass die Reihe 

Ol l 1111 



(4.) 



1' a,+ V a/"' 4' 3' 2' 1 



entsteht. Es liegt dann ß zwischen — und - tt- Zwischen diese beiden 

Brttche schreiben wir weiter von anfangend und von /i»Ä* «acA racAfo 

gebend, die a, Brüche 



Cö.) 



ga,-4-2 3 _ gfl,4-3 gy+l _ ^g, 



-q2-H 



2a, + l fi,. + 2' 3a, + l «a^ + a'*"' (a,+ l)a,+ l ri,^ + «, + i 

bin, zwischen deren beiden letzten der Bruch ß liegt. Zwischen diese 
beiden schreiben wir weiter in derselben Art von rechts nach links gehend, 
ch Brüche hinein, deren Bildungsgesetz leicht zu überblicken sind. In (3.) 
sind nämlich die Glieder nach folgender Regel hergestellt; es ist 



(6.) 



^ Ä2 = «0 + «1? ^3 = Ä«) + »2? • • • ) *a. = *0 + ^fl, - 1? ««, 4- 1 = »0 + »< 



fli^ 



l ^ = «Ü + »1J »3= fl,j+ «2, ..., n«, = «u+«a,-H »öl -H = Wu + «^ J 

ä-hnlich gilt für die Glieder in (5.) die Bildungsregel 

^,» N l *ffi-*-2 = *a, + *ai + ll *ai4-3 = *ai + *a, + 2) • ••? *«, 4- «a + 1 ~ *«. "I* *«i + a*' 

(«»a-) _ , _ , _ . . 

l ^©1 + 2 — »a, I »a, + 11 »tfi 4- 3 "— »ai "T »«1 + 2» • • • 7 »ai + o^ + 1 — »ai l '^oi 4- o, 5 

Und die hierdurch ersichtliche Bildung soll weiter gelten. Man hat das 
Gleiche auch in der Foim 

»aH-l = ««" + *M W«^i = «»0 + «1 (« = 1,2 aO 

«a.^.r^.1 =y«., + ««.4-11 n,^^^^,=r^o, + na,^i (r = 1.2,...,a,) 

5* 
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oder auch in der Form 

ia,+r = y»«, + «'" ««. \-r = y»«. + »" ^»"^ '•' "•^• 



(7.) 



Aus dem letzten Schema ersieht man, dass 



'-=• = 1 /o., ^^^^ = l/fl. + l/a„ ^«-i±.^2±-°i = I/o. + 1 /o, + l/fl3, 



wird. 

Die hergestellte Reihe nennen wir die Fareysche Reihe für ß und 
bezeichnen sie mit R. Sie endet bei dem Bruche ß. Bei ihrer Herstellung 
wird eine gewisse Folge im Niederschreiben der einzelnen Brüche inne- 
gehalten; diese stimmt mit der schliesslichen Anordnung nicht überein. Die 
Folge des Niederschreibens wollen wir durch Nummerirung der Brüche 
kennzeichnen, indem wir jedem der Brüche diejenige Nummer beilegen, 

welche angiebt, als wievielter er niedergeschrieben wurde, falls y ^^^ 

Nummer [0], dann j die Nummer [1], ^ die Nummer [2], u. s. f. erhält. — 
Es ist klar, dass die Brüche mit den Nummern 

[«,] , [öl + Ö2], [«l + «2 + «3] , . . . 

die Näherungswerthe von (1.) bilden. — Nebeneinander in der fertigen Reihe 
stehende Brüche brauchen nicht in der Nummerirung benachbart zu sein. 

Die Bildung der Reihe führt darauf, die ersten a^ Glieder in eine 
erste Serie zusammenzufassen, die folgenden 02 mit den Nummern von 
[oi + 1] bis zu [üi -t- 02] in eine zweite Serie u. s. f. Die Serien gehen ab- 
wechselnd von rechts nach links und von links nach rechts; die ersten 
mögen obere Serien heissen; sie liegen rechts von /?; die zweiten mögen 
untere Serien heissen; sie liegen links von ß. Zwei obere und zwei untere 
Serien heissen gleichgerichtet; eine obere und eine untere heissen ungleich 
gerichtet. Hat eine Serie mindestens drei Glieder, so unterscheiden wir ihr 
Anfangsglied, welches die niedrigste Nummer der Serie hat, ihre Mittel- 
glieder und ihr Endglied oder Schlussglied. Es ist möglich, dass eine Serie 
nur aus einem Gliede besteht. 
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Aus (6.) und (6\) geht hervor, dass der Zähler (Nenner) jedes Gliedes 
durch Summirung der Zähler (Nenner) des in der Nummerirung vorauf- 
gehenden derselben und des Schlussgliedes der diesem vorhergehenden Serie 
gebildet wird. Wir nennen diese Bildung eines neuen Bruches Composition. 

Als Beispiel nehmen wir ß = ^^ö ? ^*® S^^^* 

212^^13 22 31 9 5 1 1 1, 
r 4' 7' 10' 13' 42' 71' 100' 29' 16' 3' 2' 1' 

[0], [4], [5], [6], [7], [10], [11], [12], [9], [8], [3], [2], [1]. 
Die Zahlen in der eckigen Klammer geben die Nummern an. Die Serien 
sind [i] bis [3]; dann [4] bis [7]; weiter [8], [9] und endlich [10] bis [12]. 
Die Werthe von [10], [11], [12] z. B. werden gebildet durch Summirung 
von Zähler und Nenner von [7] und [9]; [10] und [9]; [11] und [9]. 

18 
Ferner möge das Beispiel fUr /? = 70 das Auftreten von eingliedrigen 

Serien zeigen: 

^ 1 2^1813^ 3 1 1. 
1' 3' 5' 12' 43' 3] ' 19' 'V 2' 1' 

[0], [3], [4], [6], [9], [8]. [7], [5], [2], [1]. 

Hier sind [5] und [6] für sich als Serien anzusehen. 

Die Nummer von ß wird hiernach gleich («i + «2 H h flr)* 

Aus (6.) und (6*.) geht ehenso hervor, dass jeder Bruch der Reihe 

— aus dem benachbarten mit niedrigerer Nummer — und einem früheren 

Bruche — , der bei der allmähligen Herstellung zuerst zu — benachbart war, 
durch das Compositions- Gesetz 

(8.) »a = «^ + ^r, n, = nß + n^ 

hergestellt werden kann. Die Beispiele geben Belege hierfür. 

Zwischen zwei benachbarten Brüchen und zwischen zwei solchen^ 
die einmal bei der Herstellung benachbart waren —, — , besteht die fi'eWe«- 

bruch'Relation 

(9.) «„ n^ — »^ w« = ± 1 . («>/?). 

In der That wird nach (8.) 

«a f^ß — «/9 »a = (»,9 + «r) ^ß *" ^ß (Pß + ^y) = *r ^^ "" ^ß ^Y^ 
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WO auch -^ , ^ benachbarte Brüche sind oder waren. Dadurch ist die Frage 
auf die gleiche bei niedrigeren Indices reducirt. Da ferner 

Zi Wo — 2(, «1 = 1 , ^2 Wj — a, «2 = *~ 1 

ist, so folgt der Satz (9.) allgemein. 

Durchläuft man unsere Reihe von links nach rechts von ^ bis zu ^, 
so wächst der Werth der Brüche beständig; dagegen wachsen alle Zähler 
(Nenner) nur bis zu ß und nehmen von da ab bis zu -r wieder ab. 

Durch die beiden letzten Eigenschaften und durch das vorgelegte ß 
ist die Reihe eindeutig bestimmt, derart, dass jede Reihe von Brüchen, 
welche ß enthält und diese beiden Eigenschaften besitzt, mit unserer Reihe 
übereinstimmt. 

Geht man in der That von ß=^ Z:N aus, so giebt es, wie aus der 
Theorie der Kettenbrüche sofort folgt, nur zwei Brüche Zj : N^ und Z[ : Nl 
mit Z„ Z; < Z; N,, N[ < iV, bei denen 

z iv, - z, iv = + 1, ZK-- z[ iv= - 1 

wird. Diese Brüche müssen unmittelbar links bezw. rechts von ß stehen, 
wobei der dem Werthe nach grössere Bruch rechts seinen Platz findet, 

Ebenso giebt es für Z» : N^ nur einen Bruch Z2 : N2 mit kleinerem Zähler und 
Nenner, für den gleichzeitig 

Z, N, - Z, iV, = + 1 

wird; dieser muss links von Z^ : Ni treten, u. s. f. Es ist also die Reihe 
eindeutig bestimmt. 

Wir suchen jetzt alle diejenigen Brüche der Reihe auf, welche zu 

einem gegebenen -^ = ^ in der Kettenbruch -Relation (9.) stehen. Dazu 

reicht es aus, die höher nummerirten festzustellen. 

Es sei — = ^ das Schlussglied der Serie, welche derjenigen vorauf- 

geht, die -^ enthält. Dann finden die weiteren Bildungen innerhalb der 

Serie von -^ durch die Compositionen 
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a + c a + 2c a + 3c a + qc 

V+~d^ TT+Trf' M^rf'""' b + qd 
8tatt. Nun ist aber 

(a + y.c) 6 — ö (6 4- ;fi/) = ;f (6c — ad) = ± ^, 
also gilt die Kettenbrach-Relation nur fttr das nächste Glied der Serie (;; == 1) 
ond nicht für die weiteren. Die folgende Serie hat dann nur Glieder, die 

aus ^ und dem Schlussgliede ^_. ^^ durch die Compositionen 

2a + qc 3a + qc 
26+ qd' U + qd^'" 

abgeleitet werden; folglich gilt die Kettenbruch-Relation auch für diese 

nicht Eine Ausnahme findet nur statt, wenn q = 1 ist, d. h. wenn -r ein 

Serien - Schlussglied wird. Dann findet sich die Kettenbruch - Relation 

zwischen -r und allen Gliedern der nächstfolgenden Kette. 

Daraus erkennt man: jedes Glied steht in Keltenbruch- Relation zu 
imen beiden recht» und links benachbarten Gliedern; zum Schlussgliede der 
vorhergehenden Serie; und, — u^enn es selbst das Endglied einer Serie ist, — 
lu allen ^Gliedern der nachfolgenden Serie. Da die Grösse der Brüche steigt, 
wenn man die Reihe von links nach rechts durchläuft, so ist man über das 
Vorzeichen von »^ n^ — Zß «« bei zwei neben einander stehenden Brüchen 

-7, — sofort orientirt Eine Reihe von Brüchen, von denen jeder mit den 

beiden benachbarten in Kettenbrueh-Relation steht, heisst eine Farej^sche Reihe. 
Sind also z. B. 

^a ^ß ^Y 

tia ' riß ' ny 

drei in der angegebenen Reihenfolge nebeneinanderstehende Brüche, so ist 

»a ^ß - «^ «a = «^ «r — ^r ^ß^ 
(»a+«y)w^ =(»« + »7-) «^7 

(10.) ^ = ^^±^. 

^ ^ fiß na + riy 

Dies ist eine Ergänzung zu der Formel (8.), welche sich auf drei Brüche 
bezieht, die bei der Bildung der Reihe einmal auf einander folgende 
Nummern aufweisen. Die Relation (10.) charakterisirt die Composition der 

Brüche -?^,-^zu^. 
Ha n^ fiß 



r 
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§2. 

Man kann zn derselben Reihe dnrch eine andere Methode gelangen. 
Wir bilden eine Kettenbrach-Entwickelang von ß derart, dass bei jeder 
Division die dem wahren Quotienten benachbarte höhere ganze Zahl als 
Theilnenner genommen wird. Dabei erhalten wir etwa 

,.., I /?=l/6,-l/6. 1/6/ 

^^ ^^ l = 1/6. - ß[ = 1/6. - 1/62 -ß^2^ ••• (u<^i-ci). 

Da jedes ß[ ein echter Bruch, und also l\ß[z>\ ist, so kann kein ft^+i 
gleich 1 werden. Die Bildung der einzelnen Kettenbruch-Näherungswerthe 
geschieht durch 

^^^') V 6,' b,b,-V lb,b,-l)b,-br"' 

Nun schreiben wir zwischen die beiden Anfangsglieder 

Wo 1 w, 1 

beim zweiten anfangend und von rechts nach links gehend (6,-1) Brttche 

'^^"^•^^ f/', - 2' 1/," ■" 3'""' fit, "* 6/ 

Weiter schreiben wir zwischen ^^^ und ^, wiederum von rechts nach links 

gehend eine Reihe von Gliedern hin, deren erstes aber, weil es mit , _^ 

zusammenfällt, unterdrückt werden soll. Rechnet man es gleichwohl mit, 
so handelt es sich um die bz Glieder 



/;13) 1 — 2-^0 3 --0 b, — _ z,,^,,^ 



6,-1' 26,-1' 36,-l'"-' 6,6, -1 "" f/,, + ,,.r 
Rechts von diesem letzten Gliede, also in der Gesammtanordnung rechts von 
den drei Gliedern q 1 t- 7 . . ^ .. finden nun b^ Glieder ihren Platz, die auch 
von rechts nach links hin angeordnet werden, deren erstes mit 

gft, 4. 6., - 2 _ b^ — 1 

W6, + 6,-2 (62— 1)6,-1 

zusammenfällt, und deren Bildung, wenn man 

6, "" W^ ' 6^ 6, — 1 "" Ha 

setzt, durch die Brüche 
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/•\A\ *a — ^ß 2«a — */S 3*a — ^ß ^a *a — ^ß 

^ na — nß^ 2na — «/s' Sn« — W;?''*'' b, Wa — «/? 

geliefert wird. In derselben Art fährt man fort, bis ß erreicht ist; das muss 
eintreten, da die Endglieder von (12.), (13.), (14.) mit den Näherungswerthen 
(11\) der Reihe nach übereinstimmen. Man sieht zugleich, dass dabei die 
links von ß auftretenden Brüche der Reihe nach durch (U*.) gegeben sind, 
so dass ihre Anzahl durch die Zahl der zu (11.) gehörigen Theilnenner be- 
stimmt ist Ferner ist klar, dass bei dieser Anordnung die Zähler und die 
Nenner von beiden Seiten her bis zu ß beständig zunehmen. 

Die üebereinstimmung dieser Reihe von Brüchen mit der in .§ 1 
constrnirten folgt also nach den Schlussbetrachtungen jenes Paragraphen, 
sobald gezeigt ist, dass zwischen je zwei auf einander folgenden Gliedern 
unserer jetzigen Reihe die Kettenbruch-Relation herrscht. Dies soll in 
einem der nächsten Paragraphen geschehen; hier werde es als bewiesen 
angenommen. 

Bei diesem Vorgehen ist es klar, dass die Anzahl der Brüche der 
Reihe insgesamt durch die Zahl 

6i + (62-1) + (63-1) + - + (6,-1) 
gegeben wird. 

Man kann die durch (12.) und (13.) angedeuteten Bildungen noch in 
einer anderen Art durchführen, die sich enger, an die in § 1 benutzte an- 

schliesst Ist die Bildung einer Serie beendet, und ist — ihr Schlussglied, 

Bo tritt bei § 1 die nächste Serie zwischen — und den benachbarten Bruch 

der einen Seite; hier zwischen — und den benachbarten der anderen Seite. 

Im ersten Falle ist dieser benachbarte Bruch der letzte der voraufgehenden 

Serie; im zweiten Falle der dem — vorhergehende derselben Serie. Die 

ny 

Ordnung der neu zu bildenden Serie bewegt sich in beiden Fällen au 
^ zu; im ersten Falle sind also die Serien ungleich gerichtet; im zweiten 
sind sie gleichgerichtet. Die Bildung der Brüche erfolgt in beiden Fällen 
anf dieselbe Art. Liegt die neue Serie zwischen -^ und— , so besteht sie 
ans Brüchen der Form 

ns + n/ ns + 2ny ' na + Sn^ ' 
Journal ffir Mathematik Bd. GXXV. Heft 1. 
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Im ersten Falle werden so viele Brüche eingeschoben, wie der neue Theil- 
nenner angiebt; im zweiten Falle ein Bruch weniger, wie dies ja oben 
angegeben wurde. Die folgenden beiden Beispiele mögen diese Verhältnisse 
veranschaulichen. 



(I.) /5=r7 = 1/3-1/2-1/4 



liefert 



während 



17 



012 7_5^312. 
1' 3' 5' 17' 12' 7' 2' 1' 

[0], [3], [4], [7], [6], [5], [2], [1], 



(IL) /? = 1^=1/3+1/2+ 1/4 



auf 



führt. 



Ol 2 9^ J^ J^^ 3 1 1 1 
1' 4' 7' 31' 24' 17' iO' 3' 2' 1' 

[0], [4], [5], [9], [8], [7], [6], [3], [2], [1] 



§ 3. 

Bei der Kettenbruch-Entwickelung von ß kann man auch so ver- 
fahren^ dass man bei den Divisionen stets diejenige ganze Zahl nimmt, 
welche dem wirklichen Werthe des Quotienten am nächsten liegt, gleich- 
gültig, ob es die grössere oder die kleinere ist. — 

Man könnte eine vierte Entwickelung geben, bei welcher für die 
Theilnenner umgekehrt stets diejenige ganze Zahl genommen wird, welche 

einen Rest vom absoluten Betrage > « liefert. — 

Bei diesen beiden letzten Vorschriften wird eine Unbestimmtheit ein- 
treten können, aber nur in dem Falle, dass ein 

- = p + .- = (p+l)^- 

wird. Dies kann natürlich nur am Schlüsse der Entwickelung geschehen; 
und dann soll thatsächlich das Eine wie das Andere als möglich angenommen 
werden; es gelten dann beide Entwickelungen. 

Wir gehen jedoch auf diese Darstellungen und die aus ihnen folgen- 
den Bruch-Reihen nicht ein, da im nächsten Paragraphen eine Verall- 
gemeinerung der bisherigen Vorschriften gegeben werden soll. 
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Zk+i Ni — Zt A/jt+i — (— 1) «2 fij . . . «t «i+i ; 

O _ 2k + i (— 1)* + ^ <,<,... gt+i>Ct + 3 1»» + » 

P K. .~ 



Nk+2 [(Sk+i + «*+ j Ä+0 iV*+i + «*+» AT»] JV»+2' 
^ Zi+i_ (— 1)*+' «, c, ...ct+igt+a . 

^ _ Z» _ (— 1)* a, c, ... <t ct+i (gft+2 + ti+aßi-2) 
^t [(?»+ 2 + <»+3 ßk+i) ^i + 1 + e*+2 JV»] Wlk* 



z» 



Es liegt nach den beiden letzten Formeln ß nur dann zwischen j^ 
nnd jyT^t wenn e^+j = + 1 ist. Es kann ferner bei den jetzigen Annahmen 






' Nt 



werden. Daza mnss 



JV*+ 



> 



9t+? + et+3ft+» 



1 



JVt 



i9»+iiV*' 



ßk^i 



iV*+, 



sein. Da nan ß ein echter Bruch ist, so fordert die letzte Beziehung, dass 
iVt^i<;iVk wird, und dies ist nach der obigen Formel nur fttr 

ffk+l — 1» ** + l = 1 

möglich. Dass der besprochene Fall auch wirklich eintreten kann, zeigt das 
Beispiel 

/9=^= 1/3 -1/1 +1/1 + 1/14; 



72 



Zj__l Z,_l z. 



N. 



2 Z^_29. 

3' JV,~ 2' iV,~ 5' JV,~72' 



hier wird nämlich 



'' N, 



29_ 1_ 5 . ^_ Z,_29 
72 3~72' ' A ~72' 



1 

2' 



72" 



Ebenso kann auch weiter 

Zt + j . 



\ß- 



I 



Ni+A 



ß- 



Nt 



werden. Das folgende Beispiel giebt einen Beleg dafür. 



/^ = ^ = l/^-l/2 



1/2-1/1 + 1/1 + 1/16; 



man findet: 
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Z^_l ^_2 Z,_3^ ^_1 h.-± ^»- ^^ 

JV, ~ 4' iV, ~ 7' JV, ~ 10' JV. ~ 3' JV, ~ 13' AT, ~" 211 ' 






65 2 99 



211 7 21-211' 
112 



/?_^^_i5__l^ 

' JV^~211 3 21-211' 

In strengstem Sinne kann man hier also nicht von Nähemngs- 
werthen sprechen. 

§5. 

Jede der nach den Annahmen des vorigen Paragraphen möglichen 
Entwickelungen führt auf eine Reihe von Brüchen, genau wie dies im ersten 
und im zweiten Paragraphen gezeigt worden ist. Die Construction dieser 
Beihe schliesst sich genau den dort gegebenen Vorschriften an. Wir haben 
bei der Bildung zwei Fälle zu unterscheiden, wenn wir von der bis zu 

(16.) 1/^1 + ejg2 + ... ^JOn 

durchgeführten Construction der Reihe bis zu der zu 

(16'.) 1/^1 + ijg2 + ,..., + ^Jg^ + Bn + ll9n + \ 

gehörigen übergehen wollen ; je nachdem nämlich «x + 1 + 1 oder = — 1 ist, 
muss man verschieden verfahren. 

I. Es sei €^^.1 = + 1. Wir nennen den zu (16.) gehörigen, zuletzt 

auftretenden Bruch — , und — , — seien die beiden unmittelbar benachbarten 

Brüche auf beiden Seiten von -^. Hierbei möge die Richtung von — nach 

— mit derjenigen der voraufgehenden letzten Serie zusammenfallen. Dann 
findet manr die neuen, durch (16 \) bedingten, der Reihe (16.) hinzuzufügenden 
Brüche, indem zwischen -^ und — vom ersten nach dem letzten zu 

QY^ gr + ga gy + 28a ^^^ gr + (^x+l)ga 

eingeschoben werden. 

IP. Es sei €,^1 = — 1. Die eben festgesetzten Bezeichnungen mögen 
auch hier gelten. Dann findet man die neuen, durch (16^) bedingten 

Brtiche, indem man zwischen ^ und ^ in der Richtung vom ersten nach 
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dem letzten za die Glieder 

• JON ^ß 4- gg »ß + 2Za ^^^ ^ß -\- (ifx-^l l)ga 

einschiebt. — Ist 9x + i = l, so wird kein neues Glied gebildet; dagegen 

tritt ^ als einziges Glied der neuen Serie auf; es kann also dasselbe Glied 

häufiger als einmal in die Construetion der Reihe eingehen. 

Ausser dieser Bildung IV kann man, wie in § 2 bei (14.) gezeigt 
ist, auch eine andere Bildungsvorschrift, die sich mehr an I anschliesst, IP 
gelten lassen, welche auf die neuen Brüche 

• jg«N f gg — gy l 2gg Zy SZg — gy ^^ ^IT -h 1 ^g ^T 

führt. Der eingeklammerte Bruch ist mit ~ identisch und daher beim Ein- 
schieben zu unterdrücken. 

Aus I und aus IP geht hervor, dass die Schlussglieder der einzelnen 
Serien der Reihe nach mit den Näherungswerthen 

1/^1, 1/^1 + «2/^2, l/fl'i + «2/^1 + «3/^3, . . . 
übereinstimmen, so dass also zwischen zwei auf einander folgenden End- 
gliedern nach den Formeln des vorigen Paragraphen die Kettenbruch -Re- 
lation stattfindet. Aus den Bildungen (17.), (18.), (18'.) folgt, dass auch 
zwei auf einander folgende Brüche einer Serie dieser Relation genügen, da 
dies für die Serien-Endglieder der Fall ist. 

Ferner wachsen die Zähler und die Nenner von beiden Seiten her 
auf ß zu. Denn wie in § 4 gezeigt wurde, kann iV, -|.i<;^,; Z^^^<iZ, 
nur für 

fl'x + l — 1? *x + l ^^ — 1- 

werden; in diesem Falle aber tritt überhaupt kein neues Glied auf. 

Die beiden letzten Ueberlegungen zeigen, dasi sämmtliche bei unseren 
allgemeinen Voraussetzungen möglichen Reihen von Brüchen mit der besonderen 
im § 1 behandelten übereinstimmen. Wir wollen die Nnmmerirung dieser 
Reihen nach den Vorschriften des ersten Paragraphen, nicht nach denen der 
eben besprochenen Bildungsvorschriften durchführen. 

§6. 
Die Anzahl sämmtlicher Brüche, die von einander verschieden sind, 
muss nach unseren Darlegungen bei allen möglichen Entwickelungen die- 



/ 
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selbe sein. Da für 6^ = + 1 die Anzahl g^ für die neue Serie auftritt, und 
für €^ = — 1 die Anzahl (g^^ — l)? bo folgt, dass bei allen Entwickelungen, 
die nach den Festsetzungen von § 4 möglich sind, die Summe 

(19.) 2(g^-^) (n = o 

eine Constante ist. 

Auch der Ueberschuss der Anzahl der Brüche rechts von ß über die 

Srttche links von ß wird eine Constante geben. Die Abzahlung ist etwas 

schwieriger; man muss bei g^ sowohl £« wie e^ ^ ^ berücksichtigen und findet 

bei genauerer Ueberlegung, dass g^ fUr die eine oder für die andere Anzahl 

d. h. für die rechts oder die links stehenden Brüche mit 

3 <« — 2«jr+l 

9x 2 

Einheiten gerechnet werden muss. Für das Endglied der ganzen Entwicke- 
liEi:2g ejgi ist 

9x 2~ 

zu. setzen. Aus h 1/g^ + • • • folgC also der Beitrag g^ oder (g^ — 2), und 

€MmM» — Ifl^ar ± folgt (jjj, — 1) oder (jr, — 3). Rechnet man die Brüche > ß als 
positiv, diejenigen *< /? als negativ, so ist der aufgestellten Anzahl das Zeichen 

zix geben, wobei aber diejenigen Factoren (— O unterdrückt werden, bei 
^eiüen ^2 = 1 ist Unter diesen Festsetzungen folgt, dass bei allen Ent-- 
^^^^^^kelungen die Summe 

(19-0 2{- «0 (- .3) . . . (- *.) {g, - ^-'--^^"t i] 

^««•e Constante fs(. — 

Die Brüche — lassen nur die eine Entwickelung l/q zu; die Brüche 

g-^-^^-y die beiden Entwickelungen 

l/q+ 1/2 und 1/(^+1) -1/2. 

^'V'ir wollen annehmen, es sei für alle Brüche -, deren Zähler p<Cm ist, 

^^i^eits bewiesen, dass p die Anzahl der Entwickelungsmöglichkeiten giebt 

^ann können wir durch strenge Induction beweisen, dass fttr alle — die 
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Anzahl der Entwickelungen auch durch den Zähler m gegeben wird; dei 
man hat die beiden möglichen Anfänge für die Entwickelangen 

^= !/[!]+ A oder 5 = l/[i4l]-/»; 

Hier sind /?i, /9/ zwei Brttche mit dem Nenner m, deren beide Zähler sie 
zu m ergänzen, 

Für diese beiden sind der Annahme nach die Entwickelnngsmöglicl 
keiten der Zahl nach darch ;; und durch (m — x) gegeben. Somit hat mi 
insgesamt x + (m — x)=^m Entwickelungen. Die Anzahl der Entwicht 
hingen eines echten Bruches ß unter den gemachten Voraussetzungen ist gleii 
dem Zähler dieses Bruches. 

Die Ausführung der Entwickelungen kann leicht schematisch durcl 
gemacht werden, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir gehen von 

aus und haben zuerst die beiden zweigliederigen Entwickelungen 

/? = 1/1 + 2/7 = 1/2 - 5/7. 

Jeder der beiden Brttche giebt Veranlassung zur Bildung zweier dr 
gliederiger Entwickelungen, indem man 2/7 und 5/7 zweigliedrig entwick< 

/? = 1/1 + 1/3 + 1/2 = 1/1 + 1/4 - 1/2 

= 1/2 - 1/1 + 2/5 = 1/2 - 1/2 •- 3/5. 

Die beiden Brttche der ersten Zeile sind, weil ihre letzten Theilzähler g 
den absoluten Werth 1 haben, in der Entwickelung zu Ende geführt 
beiden letzten geben weiter je zwei viergliedrige Entwickelungen, 
man 2/5 und 3/5 auf je zwei Arten zweigliedrig darstellt: 

/9 = 1/2 - 1/1 + 1/2 + 1/2 = 1/2 - 1/1 + 1/3 - 1/2 

= 1/2 - 1/2 ~ 1/1 + 2/3 = 1/2 - 1/2 •- 1/2 - 1/3. 

Hier ist die Operation an dreien der Brttche vollendet; der ttbrig b 
giebt zu zwei fttnfgliederigen Entwickelungen Anlass, mit denenj 
Abschluss erreicht ist: 

- /9 = 1/2 - 1/2 - 1/1 + 1/1 + 1/2 = 1/2 -- 1/2 - 1/1+1/2 
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Man erkennt hierbei, dass jede nicht beendete Entwickelung auf zwei 
nene, um ein Glied vermehrte Entwickelangen fuhrt Liefert also ß genau 
ttj eingliedrige, o, zweigliedrige Entwickelungen u. s. f. . . . aj^ von k Gliedern, 
Bo ist die Summe 

1 ^ 2 ^ 2' ^ 2» ^ 
gleich 1. Man hat also die Gleichung 

(20.) -^2^=1, 

we$m a^ die Amakl der Entwickehmgen «on ß in einen x-gliedrigen Ketten- 
bruch unter den in § 4 gemachten Annahmen angiebt. Man erkennt daraue, 
dass die längsten Entwickelungen in gerader Anzahl auftreten. — 

Ist Sr/gj der letzte bei der Entwickelung von ß auftretende Theil- 
bruch, so ist g^ > 1. Wir betrachten die Entwickelung 

welche für h = g^ mit ß zusammenfällt. Ist c^ == + 1 , so haben die zu 
A= 1,2,3... gehörigen Brüche der Reihe nach wachsende Zähler und 
Nenner, und zu & = ^^ ^ I gehört derjenige der beiden dem ß benachbarten 
Brttche, welcher den grösseren Nenner und den grösseren Zähler besitzt. Es 

Bei dies -^. Ist e^ = — 1, so haben die zu A = 2, 3, . . . gehörigen Brttche der 

Reihe nach wachsende Zähler und Nenner, und zu A = ^, — 1 gehört, wenn 

^y >> 2 ist, wieder der Bruch — . Ist aber «^ = — 1 und h^g^-^l beig^^^ 2, 

80 fuhrt die Bildung auf den von der anderen Seite her dem ß benachbarten 

Bruch X 
n^ 

Diese beiden Brüche — , — sind nach § 1 die einzigen, welche zu ß 

in der Kettenbruch-Relation stehen; folglich sind es die einzigen, die bei 
irgend einer erlaubten Entwickelung der Kettenbruch 

(21.) 1/^1 + «2/3^2 H V «T-i/fi'T-i 

liefern kann. Nach dem eben abgeleiteten Resultate muss also, wenn 
(22.) Hg, + B.lg, + ... + ^r^Jg.^x + ^/(fl^r - 1) 

gleich — ist, (21.) den Werth ^ haben; und wenn (22.) gleich ^ ist, muss 
n^ it A n o 
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(21.) den Werth — besitzen. Da aber die Anzahl der Entwickelangen von 



^ gleich ü^ ist, so folgt: Sind die Brücke 



«e 



n 






die beiden den Bruch ß einschliessenden Brüche, so geht in jeder unter 
allen Entwickelumgen der Näherungewerthe i^on ß einer dieser beiden dem ß 

unmittelbar f^oran, und zwar -- gerade z^-mal und — umgekehrt z^-mal. Sind 

Zähler und Nenner «oii ~ grösser als Zähler und Nenner f>on -^. so kommt 

na ^ n/ 

der erste Fall genau so oft f^or, als Entwickelungen mit dem Gliede 

... + *./«?. = ••• -1/2 

enden; diese Anzahl stimmt also mit z^ überein, d. h, mit dem Zähler des letzten 
Näherungsbruches, der bei der Entwickelung von ß mit nur positiven Theil- 
quotienten auftritt. — 

Bei dem Beispiele ß = -ä ergaben sich die 7 Entwickelungen 

1/1 + 1/3+1/2, 1/1 + 1/4-1/2; 

1/2 - 1/1 + 1/2 + 1/2, 1/2 - 1/1 + 1/3 - 1/2, 1/2 - 1/2 - 1/2 - 1/3; 

1/2 - 1/2 - 1/1 + 1/1 + 1/2, 1/2 - 1/2 - 1/1 + 1/2 - 1/2. 

Die Gesamtheit derselben wollen wir als den Entwickelungstypus 

vong bezeichnen; er besteht aus 2 Entwickelungen von 3 Gliedern, aus 

3 Entwickelungen von 4 und aus zweien von 5 Gliedern. Dies schreiben 
wir kurz 



/Q = [3^;4^5^. 



^9> 
Allgemein soll die symbolische Gleichung 

((/9) = [l--2^3--...] 

angeben, dass unter den Entwickelungen von ß genau a^ eingliedrige, a, 
zweigliedrige, a^ dreigliedrige Kettenbrliche auftreten, u. s. f. 
Aus der Beziehung 

xm + n \ * y ,u 
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folgt, da88 man den Typas 

'(-V) 

^xm + n^ 
erhält, wenn in den rechten Seiten der Typen-Gleichungen flir 

die Klammem, welche sie darstellen 

[l--; 2-; 3"*; . . .] durch p**«; 3«'; 4"*; . . ,] 
ersetzt werden. Wir wollen diese Operation durch das Symbol 

W '(^)=<a;+0+'(^;+i) 

andeuten. 

Nunmehr können wir den Satz beweisen, dose die beiden Typen 

i.^*-; Hx(a6 + l) + aJ ^\K(ab+l) + bJ 

7 7 

übereinstimmen. So hat z. B. ^ denselben Typus wie t^^, wobei im allge- 

meinen Satze a = 2, 6 = 3, ;f=l genommen ist. In der That hat man für ^^ 

1/1 + 1/2 + 1/3; 1/2-1/2-1/4; 

1/1 + 1/3 - 1/1 + 1/2; 1/1 + 1/3 - 1/2 - 1/2; 1/2 - 1/1 + 1/1 + l/3j 
1/2 - 1/1 + 1/2 - 1/1 + 1/2; 1/2 - 1/1 + 1/2 - 1/2 - 1/2. 
Es ist also wirklich 

Den Beweis des allgemeinen Satzes stützen wir auf die Formel (23.). 
Sie giebt für die linke Seite von (24.) die Umformung 

und für die rechte Seite von (24) ähnlich 

*Vo6 + i' + V + n 06+1 '^^> 
Sind uon aber diese beiden Ausdrücke einander gleich, dann ist anch 



/n 
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Der Beweis von (25.) ersetzt also den von (24.). Auf jeder der beiden 
Seiten von (25.) wenden wir jetzt wieder (23.) an nnd unterdrücken, genau 
wie soeben, das anzufügende + 1 auf beiden Seiten. Dann entsteht als zu 
beweisende Gleichung 

'(D+'(^)+'(iv=^)+'(°-|^E^) 

hier ist t (-) = t (^) = [V] ; folglich wird die zu beweisende Gleichung 

^*\ab-b + U^'\ ab — b + lJ' 
Von hier aas gelangt man aof demselben Wege zn der Gleichung 
''a — 2\ . ,/o— 1\ . ,/ a \ , ./oft — So + 1 






(26.) 



u. s. w. Nun nehmen wir an, a sei <; 6 ; dann erreichen wir auf dem an- 
gegebenen Wege die Gleichung 

'a)H-'(j)+-+'(°-?^)+' L-(.i.).+. ) 

4. t( ob-aa + 1 \ 
"r*Vo6 — (a — l)o + l>' 

"^ ' \ab — (a—l)b+ U "*" ' Vo6 — (o — 1)6 + 1/' 
deren rechte Seite 

w ' (^E^)+'(i5f:-i)+-+'C-T^)+'C-Ti)+'(rTi) 

wird. 

Diese Beziehung (26.) bezw. (26*.) wäre also zu beweisen. Die 
weitere Anwendung der gleichen Methode fllhrt links auf 
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' CD + ' (D + • + ' (^) + « (;r(rri^4rrTJITT) 

'^'\a(b — l) — (a — l)a + lJ' 

glgo auf einen Aoadrack, in dem gegenüber (26.) das b um eine Einheit 
vermindert erscheint; rechts kommt man anf einen Ausdruck von gleicher 
Eigenschaft; (26.) und damit (24.) ist also bewiesen, wenn man b bis auf a 
erniedrigt hat. So ist der Beweis geführt — 

Man erkennt leicht^ dass die Formeln gelten: 

'(5iT2) = '(5=Tli) = P''*']' 

' (iü^) =P'i 3'; 4'; . ..; (m - ly ; m']; 

«'■ 

Eine andere Art, unsere Farejrsche Reihe von Brüchen zu durch- 
laufen, ist die folgende: Von y aus geht man zu einem der folgenden Brüche 
- über, der mit y^ in Kettenbruchrelation steht; von — zu einem der fol- 

genden Brüche ^, der mit — in Kettenbruchrelation steht; u. s. f. bis zu ß. 
nß n^ 

Die Nummerirung soll dabei, wie schon oben festgesetzt worden ist, nach 

§ 1 vor sich gegangen seit, und unter einem „folgenden^ Bruche ein solcher 

mit höherer Nummer verstanden werden. Jedes derartige Durchlaufen der 

Reihe R giebt zur Bildung eines Kettenbruchs Veranlassung. Sind nämlich 
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— , ^, ^ drei aufeinanderfolgend berührte Brüche, so können wir den 
IIa nfl ny 

Theilnenner g und das Zeichen e «= ± 1 ans den beiden Gleichungen 
bestimmen, da hierbei durch Elimination 

wird. Die erste der beiden Gleichungen giebt wegen der Kettenbruch- 
Relationen, wie es sein mnss, e = ± 1; die zweite zeigt, dass g eine ganze 
Zahl ist; ans ihr folgt femer, wenn wir die Kronecker&che Bezeichnung 
$gn(a) =^ a:\a\ benutzen, 

(27-.) •.,.(,)=.,. (5^^ - a)..i,.(s - i), 

und da ^, — beide auf derselben Seite von — liegen, nämlich auf der, auf 

welcher auch der Bruch ß sich befindet, so ist, wie es noth wendig war, 
g positiv; also lassen sich die Brüche als Nähernngswerthe in einer Ent- 
wickelung 

l/gi + h/gi + h/gi-i h ^lg + -' 

auffassen. 

5 
Als Beispiel hierfttr geben wir alle Entwickelungen von /^ = ^h ' 

die den zu Anfang des Paragraphen gemachten Bedingungen entsprechen. 
Es sind 

1/2 + 1/2 + 1/2 ; 1/2 + 1/3 - 1/2 ; 1/3 « 1/2 - 1/3. . 

1/1 + 1/1 - 1/3 + 1/2; 1/1 + 1/1 - 1/4 - 1/2; 1/2 + 1/1 + 1/1 - 1/3 ; 

1/2 + 1/2 + 1/1 + 1/1 ; 1/3 • 1/2 - 1/2 + 1/1. 

1/1 + 1/1 - 1/2 + 1/1 • 1/3; 1/1 + 1/1 - 1/3 + 1/1 + 1/1; 

1/2 + 1/1 + 1/1 - 1/2 + 1/1. 

1/1 + 1/1-1/2 + 1/1-1/2+1/1. 

Bezeichnen wir die hierher gehörigen Entwickelungstypen mit t, 
80 ist 



T(A)=[3>;4»;5»;6']i 



.12> 
die Anzahl der Entwickelangen ist hier gleich dem Nenner von ß. 
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Wir können allgemein beweisen: Die Anzahl der Entwickelungem 
emet Bruches ß unter den jeM geltenden Voraussetzungen ist gleich dem 
Hennef dieses Bruches. Wir nehmen an^ der Beweis sei schon für Brttche 
mit kleineren Nennern geliefert. Da der Satz fttr 

|-= 1/1 + 1/1 = 1/2, 

-^ = 1/1 + 1/1 - 1/2 = 1/2 + 1/1 = 1/3, 

1=1/1 + 1/1 + 1/1 = 1/2 • 1/2 = 1/1 + 1/2 

richtig ist, so können wir ihn auf dem Wege der strengen Indaction be- 
ireisen. Es sei nun 

/3=l/a,+ l/a,+ l/a3+...+ l/a,= ^, 
ß'= l/fl,+ l/o3 + .-.+ l/a, = ^, 





/?"= 






1/03 + - 


■•+l/a.= 


Sa 

«r 


dann ist bekanntlich 


















»« = n'a, 


*'a = 


»"a, 




nnd daher wird 














/? = 


_ »a _ 




1 


n'a 




e« 


a, 


n a 


Ol n'a + 


n"a ~ aiZ. 


. + a'a' 



Unternehmen wir es nun, alle Entwickelangen, die unseren Voraus- 
Setzungen gentigen, für /?, d. h. für die Fareysche Reihe 

0^ 1 2 oa 1_ 111 

l'ai + r 2ai + l'-' a2fli +l'"''ai'---' 3' 2' 1 

aufzustellen, so muss das erste Glied aus i-, 0-1 •••?—» — tt? entnommen 

sein, da dies die einzigen Brüche der Reihe sind, welche mit y ^^ ^^^ 

Kettenbruch-Relation stehen. Unter diesen sind t-, ^-^ . . . , =- nur mit dem 

jedesmal folgenden der Reihe -^ 1 -3, . . . , — ^^^ dieser Relation. Beginnen 

wir daher mit einem der Glieder y, ^?..., — ^^ die Entwickelung, so 



r\ 
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mttBsen hinter dieses Glied alle folgenden derselben Reihe gesetzt werden, 
bis zn — . £s giebt demnach an Entwickelangen, die mit einem der Brttche 

T? "o » ••• » — beginnen, Oi— mal so viele als mit — beginnen. Von diesen 

letzten giebt es aber n'«; denn die Kettenbmch-Relationen der Glieder der 
Reihe für ß' stimmen mit denen der Glieder der Reihe für ß ttberein, so- 
bald man in der letzten Bmchreihe die Glieder y, -öi---? _. wegläsat 

and — darch y ersetzt denkt Es giebt also a^n'^ solcher Entwickelangen. 

An zweiter Stelle betrachten wir die Entwickelangen, die mit ^ 

beginnen. Bei allen diesen mnss die ganze Reihe — r-^,s — t-tj---» — ^^^tt 
^ ® fli + l'2ai + l' '0201 + 1 

darchlaafen werden; folglich ist die Zahl dieser Entwickelangen dieselbe, 

als ob man die PareyBche Reihe bei — ~^Tri beginnen würde. Diese Zahl 

stimmt daher mit derjenigen der Entwickelangen von ß" ttberein; d. h. sie 
ist = nä. Da nan 

»1 »« + »ä = »a 

ist, so ist der aafgestellte Satz bewiesen. 

Bei jeder dieser Entwickelangen steht in der Nammerirang vor dem 
letzten Brache — entweder der links oder der rechts benachbarte. Diese beiden 

mögen -^, -^ heissen ; -^ besitze die grösseren Zähler and Nenner. Ent- 

m 

wickelt man -^ nach den Vorschriften, die für ans jetzt bestehen, so fUhrt 
jede dieser Entwickelangen darch Hinzanahme eines passend gewählten 
Theilqaotienten g aaf -^; folglich geht dem Bruche ß bei seinem «« £«/- 

Wickelungen genau Ua-mal der Bruch -^ voran und demnach n^^mal der 

na 

Bruch ^. 

5 
In dem obigen Beispiel für /? = jh lautet die FareyBche Reihe 

1 ' 3 ' 5 ' '' ~ 12' 7 ' "2 ' 1 ' 
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2 
bei der ersten, dritten, vierten, sechsten nnd nennten Entwickelang ist t- das 

vorletzte Glied in der Nammerimng, bei den sieben anderen ist es y. 

Es mögen noch einige Entwickelungstypen angegeben werden, auf 
deren Beweis wir nicht eingeben: 

r(i) = [l, 2, 3,...,(»-l),«]; 

^(3^) = [2'3^4^...,(»+l)^(«+2)^(«+3)]; 
^ (3^) = [2' 3^ 4% . . . , (» + 1)^ (» + 2)^ (» + 3)]-, 

x(!^)=[3^4^...,(^);(^)^c-±I)^c-±iy]; 

^ (^) = [2, 3,4,.. .,(«-2), (»- ly, «]. 

Die Formel für x ( "~ ) hat Ausnahmen für » = 3 und 5 ; es ist 
nämlich 

-© = [1.2,3]; x(|-) = [2,3S4]. 

Eine Beziehung, ähnlich wie (24.) für die <, scheint nicht zu bestehen. 
Dagegen führt die obige Schlussfolgerung, welche die Anzahlbestimmung 
der Entwickelungen lieferte, ohne weiteres auf eine Reductionsformel für 
die Typen der jetzt möglichen Entwickelungen. Ist nämlich 

x(p = [2^3^4^...], 

so möge, entsprechend den oben gemachten Einführungen, 

T (|; + m) = [(m + 2)«, (m + 3/, (m + 4/, ...] 
gesetzt werden. Dann gilt die Recursionsformel 






(29.) 
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falU die Bezeichnungen (28.) bentdit werden. Ist dabei die Entwickdung 
ron ß fiweigliedrigi 

/9=l/a,+ l/a, = ^; /?' = I/o, - ^, 

dann ist iu setiBen 

3 
Beispielsweise erhält man für den Brach o . . als Typenbestimmung 

<3;^)-<h +0+-(|; +2) + -. + x(^; +n) + r{l +3) 
= [2, 3, 4] + [3, 4, 5] + ... + [ii+l, «+2, i,+ 3] + [3] 
= [2, S\ 4^ ... (»+ l)\ (ll + 2)^ (11+ 3)], 
was mit dem oben Angegebenen übereinstimmt. 

§8. 
Wir wollen endlich auch noch die Einschränkung fallen lassen, dass 
man bei dem Durchlaufen der Brüche stets zu folgenden, d. h. zu höher 
(nach § 1) nnmmerirten Gliedern übergeht. Um solche Operation aber als 
Kettenbmch darstellen zu können, muss zwischen je zwei einander folgenden 
Brüchen die Kettenbruch-Relation bestehen. Dabei sollen die Theilnenner 
g wesentlich positiv sein, während die e gleich + 1 oder — 1 werden. Aus 

(27*.) ergiebt sich, dass dafür, wenn — , ^ , — auf einander folgen, charak- 

IIa nß fl%» 

teristisch ist: 

Es müssen also — und ^ gleichzeitig grösser oder gleichzeitig kleiner 
als -^ werden. Ist nun — ein Mittelglied oder das Endglied einer Serie 

IIa Hfl 

(nach § 1), so kann mit diesem Bruche von den niedriger nnmmerirten nur 
der unmittelbar vorhergehende und das Schlussglied der voraufgehenden 
Serie in Kettenbruch-Relation stehen. Der erste Fall ist auszuschliessen, 

da sonst ^ h,~ ^ neben einander treten würden, und da dies nach (27'.) 
nß na^ Hß ' ^ ^ 

9 = ergeben müsste. Daraus folgt allgemein, dass ein und derselbe Bruch — 

nß 
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nicht zweimal, nur durch einen Zwischenbrach getrennt, auftreten darf. 
Also kann man von — rückwärts nur nach dem Schlussgliede der vorher- 

gehenden Serie, — , gehen. Die Richtung von — nach — ist dieselbe wie 

die von — nach dem entwickelten Bruche ß zu; daher liegt auch — nach 

IIa ny 

derselben Richtung hin; und da — nur mit den Gliedern der Serie, zu welcher 

— gehört, und zum Anfangsgliede der nächst höheren Serie in Kettenbruch- 

relation steht, so darf auf — nur eins dieser Glieder folgen, d. h. der 
festgestellten Richtung wegen, oder damit 8gn(g) = +1 sei, nur ein höheres 
Glied der Serie mit — oder dcu Anfangsglied der nächst höheren Serie. 

Wir betrachten vor allem die Entwickelungen, die auf frühere Glieder 
zorttckfUhren; wir nennen solche: „Entwickelungen mit Rückkehr^. Zum 
genaueren Studium dieser Verhältnisse betrachten wir zunächst den einfachen 
Fall, der unsere Annahmen erläutern soll, 



(31.) 



Qnd bezeichnen der Bequemlichkeit halber die Brüche durch ihre Nummern, 
bei denen wir jetzt die Klammern unterdrücken. Dabei berücksichtigen 
wir nur die Folgen, bei denen wirklich ein Zurückgehen auf einen niedriger 
Qummerirten Bruch vorkommt; die dem vorigen Paragraphen angehörigen 
«Entwickelungen lassen wir bei Seite. Dann kann man etwa als zu 
durchlaufende Reihe die Entwickelungen mit Rückkehr bilden: 

1, 2, 3, 1, 4, 5, 6, ..., 11 

1, ^, «5, 1, 0, Ö, f, «..,11 

1,2, 3, 1, 6, 7, , » 

1, 2, 3, 1, 4, 5, 1, 6, ..., n 
1, 2, 3, 1, 5, 6, 1, 7, ..•, H 



12 3 
1' 2' 3' 4'" 


n— 1 1 

■•' « ' 1 


1 [0], [2], [3], [4], . 


■•, W, [1]; 



Wir können alle Bildangen von Entwickelnngen mit Rückkehr darch die 

8* 



r 
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Lösung der folgenden combinatorischen Aufgabe erhalten: Die Reihe 1, 2, 3, ..., it 
wU durchlaufen werden; dabei dürfen auf die Glieder 2, 3, ..., (n—l) nur die 
nächst höheren dieser Reihe folgen oder die 1 ; diese darf mehrfach eingeschoben 
werden y doch müssen zwei Einsen mindestens durch zwei andere Glieder 
2, 3, ..., (it— 1) getrennt sein; folgt 1 auf a, dann muss auf a, 1 ein höheres 
Element als a folgen; die Reihe muss mit einem der beiden Elemente 1 oder 2 
beginnen; mindestens ein Mal soll die 1 eingeschoben werden. So hat man 
z. B. für n = 5 die zehn Möglichkeiten von Entwickelungen mit Rückkehr 

123415 23145 2145 

12 3 14 5 2 3 15 2 15, 

12315 213 45 

23415 213415 

4 
denen die zehn Kettenbrachentwickelungen von ^ entsprechen 

1/1 + 1/1 + 1/1-1/2-1/1 + 1/1; 1/2-1/2-1/1 + 1/1 + 1/1; 1/2-1/1 + 1/2+1/1; 
1/1 + 1/1 + 1/1-1/1 + 1/1 + 1/1; 1/2-1/2-1/1+1/2; 1/2-1/1+1/3; 

1/1 + 1/1 + 1/1-1/1 + 1/2; 1/2-1/1+1/1 + 1/1-1/2; 

1/2-1/2-1/2-1/1 + 1/1; 1/2-1/1+1/1 + 1/1-1/1 + 1/1. 

Wir wollen die Anzahl der zu (31.) gehörigen Entwickelungen mit 
Rückkehr bestimmen. Diese Anzahl bezeichnen wir^mit A (w). Jede Ent- 
wickelung endet mit », und vor diesem n steht entweder (» — 1) oder 1. 
Die Anzahl der Entwickelungen erster Art sei A(n] n— 1), die der zweiten 
Art sei A («; 1). Dann ist 

(32.) A(n)=-A («; «- 1) + ^ (»; 1). 

Geht dem n das (n — 1) vorauf, so führt eine Unterdrückung von n 
auf eine zu^(fi— 1) gehörige Entwickelung; und umgekehrt: hängt man 
an jede zu ^ (n — 1) gehörige Entwickelung noch das Element n an, dann 
kommt man zu einer Entwickelung von A (n\ n— 1). Es ist also 

(33.) ^(ii;«-l) = ^(fi-l). 

Geht dagegen dem n das Element 1 vorauf, so führt eine Unterdrückung 
beider entweder zu einer Eutwickelung eines Gliedes von einem der Symbole 

^(ii-l;fi-2), ^(fi--2;n-3),..., ^ (3; 2), 
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— da nämlich vor 1, n kein 1, x stehen kann, sondern nur ein (« — 1), — 
oder zu einer der (2ii — 5) folgenden Ent Wickelungen, die ohne die Elemente 
l,ff keine Rückkehr aufweisen, 

1,2,3, 4,. ..,(«-1); 1,2,3,4,. ..,(11-2);... 1,2,3; 

2,3,4,...,(i»- 1); 2, 3, 4,. ..,(«- 2);... 2,3; 2. 

Umgekehrt führen alle diese auf verschiedene zu A (n, 1) gehörige Ent- 
wickelungen. Demnach ist die Gleichung bewiesen: 

(34.) A (fi; 1) = "i'^ (;f; ;f - 1) + (2ii - 5) {A (3;2) = 0). 

Gesetzt nun, man wüsste, dass die Beziehung 

(35.) ^(ii;l) = ^(ii-l)+2 

gilt, dann würde sich aus (34.) ergeben 

jf = 3 

= A(n;n-l)+2+'2A(x;x- 1) 4 (2« - 5) 

= ^ (« ; n - 1 ) + 2 + /I (« ; 1 ) = ^ (fi) + 2 

nach (32.). Also ist (35.) richtig, wenn es für kleine Werthe von «gilt. 
Nun ist 

^(3:2) = 0; ^(4;3)=1; ^(5; 4) = 4; 

^(3;1)=1; ^(4;1) = 3; ^(5;1) = 6; 

demnach ist (35.) allgemein bewiesen. Durch Verbindung von (33.) und 
(35.) mit (32.) ergeben sich die Schlussresultate 

(36.) ^ (n) = 2 (A (n - 1) + 1) 

= 32--' -2, 

(37.) ^(«;1) = 3.2»-*, ^(ii;fi--l) = 3.2»-*-2. 

Hier giebt (36.) die Anzahl aller Entwickelungen mit Rückkehr. 

Jede der zu A (n) gehörigen Entwickelungen beginnt entweder mit 
1 oder mit 2. Wir wollen die Anzahl der mit 1 beginnenden durch B (n) 
bezeichnen und ebenso die Anzahl der aus A (n; 1) und aus -4 («; » — 1) mit 
1 beginnenden Entwickelungen bezw. mitÄ(fi;l) und mit Ä(«;ii— 1). 
Dann gilt natürlich die Gleichung 

(38.) ß (») = ß (fi; II - 1) + B (fi; 1). 
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Nun kommt man von allen zu ß (m — 1) gehörigen durch Anhängang des 
Elementes n zu solchen von £ (it; it — 1) und umgekehrt von diesen zu jenen 
durch Weglassung von it. Demnach ist zunächst 

(39.) Ä(ii;«-l) = Ä(ii-l). 

Ferner kann man alle zu B(n] 1) gehörigen Entwickelungen durch 
eine der drei nachstehenden Operationen erlangen: I. Man ersetzt in allen 
ß(fi— 1;1) das letzte Element (» — 1) durch n. II. Man fügt in allen 
£(fi— l;fi — 2) rechts die Elemente l,n hinzu. III. Man nimmt die eine 
neue Entwickelung 1, 2, 3, .. ., (fi — 1), 1, n auf. Offenbar erhält man so 
alle Entwickelungen von B(n] 1) und jede nur einmal; somit ist 

(40.) Ä(ii;l) = ß(ii-1) + 1 

und deswegen aus (38.) 

(41.) ß(ii) = 2ß(fi-l) + l. 

Da nun Ä(3) = 0, ß(4) = l, 5 (5) = 3 ist, so folgt allgemein 
(41*.) ß(fi) = 2—^-1, 

(42.) B (ii; 1) = 2«-*, Ä («; I» - 1) = 2—* - 1. 

Aus (36.) und (41*.) ergiebt sich, dass von den zu A (n) gehörigen Ent- 
wickelungen 

C(ii) = 2*~2-1 

mit dem Elemente 2 beginnen. — 

Schliesslich soll in aller Kürze noch die Anzahlbestimmung fUr die 
Entwickelungen der Fareyschen Reihe 

1 2 b 1 11 

a + V 2a + V'"' ba + l' a'""^ 2' 1 

[a+1], [a+2],..., [a + 6]; [a],..., [2], [1] 

geliefert werden. Wir bestimmen zuerst die Entwickelungen mit Rück- 
kehr. Da jedes der Glieder 1, 2, ... (a — 1) nur vor dem nächst höheren 
auftreten kann, so kommt das Glied a in jeder Entwickelung vor, welche 
nicht mit (a+ 1) beginnt; diese Entwickelungen können daher mit 

1, 2, 3, ..., a, . • .; 2, 3, . .., o, .. .; ... (a — 1), (a); a 

anfangen. Ihre Zahl ist folglich a-mal so gross als die der Entwickelungen, 
die zu der folgenden Farej^schen Reihe gehören, 

[2], [3],.., [6+1], [1], 
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d. h. nach (41*.) gleich 

Ansserdem kommen nur noch Entwickelangen vor, die mit (a + 1) beginnen. 
Das sind 

C(6+l) = 2*-^-.l. 

Die Summe der beiden letzten Zahlen giebt die Anzahl der Ent- 
wickelangen mit BUckkehr. Nimmt man die übrigen hinza, deren Anzahl 
gleich dem Nenner (a6 + l) ist, so folgt: Die Anzahl der Kettenbruch- 

entwickelungen eines Bruches von der Form . beträgt 

Es ist jetzt klar, wie die weiteren Fälle zu behandeln sind; doch 
wird das Resultat bei der allgemeinen Frage nicht einfach genug, um hier 
abgeleitet zu werden. 
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gehörige Zetafunction und die Ausdehnung der 
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Einleitung. 
Unter einer DiWcAtefechen Reihe versteht man eine Reihe der Form 

n = l 

WO die i« eine Folge mit dem Index n monoton ins Unendliche wachsender 
positiver Grössen sind, die a^ reelle oder complexe Coefficienten. Zu diesen 
Reiben gehören im besonderen (für Ä« = log n) die Reihen 

* o« 

unter »' ist der auch für complexe 8 eindeutig bestimmte Werth e* **'*'* zu 
verstehen, wo log« den reellen Werth des Logarithmus bezeichnet. Die 
allgemeine DiWcAfefeche Reihe (1.) kann auch in die Form 

gesetzt werden, wo die /^ positive mit n monoton ins Unendliche wachsende 
Grössen sind und ft den Werth e***^«^ hat. 

Die DirichletBche Reihe wird in ihrem Convergenzbereiche als 
Function von s studirt, und es gelten folgende Fundamentalsätze*) L, IL, IIL: 

L Wenn die Reihe (1.) für « = «« convergirt, so convergirt 
sie für jedes «, dessen reeller Theil ^(s) grösser ist als 9i(«o). 

Daraus folgt, dass, wenn eine DirichletBche Reihe für s^ divergirt, 

sie für jedes s mit kleinerem reellen Theil divergirt. Es ergiebt sich also 

dass der Convergenzbereich einer DiricA/e/schen Reihe eine Halbebene ist, 

deren linke Begrenzung eine Parallele 9{ («) = c zur Axe des Imaginären ist; 

OD 1 
c kann auch + c» oder — oo sein, wie die stets divergente Reihe 2! 7\ n^ 

* 1 

und die überall convergente Reihe 2! —,-7 illustriren. 

OD 

Im Convergenzbereiche braucht die Reihe J? a„e~^«* nicht unbedingt 



*) Vergl. Cahen^ „Sur la fonction ?(«) de Riemann et sur des fonctions ana- 
logues", Annales scientifiques de l'ecole normale superieure, Ser. 3, Bd. 11, 1894, S. 75 ff., 
wo diese Theorie zum ersten Male ausführlich vom Standpunkte der Theorie der 
Functionen complexen Argumentes aus behandelt worden ist. Es ist allerdings Herrn 
Cohen entgangen, dass der wichtige Satz I. schon bekannt war und von Herrn Jensen 
herrührt: „Om Raekkers Konvergens^, Tidsskrift for Mathematik, 5. Reihe^ Bd. 2, 1884, 
8. 70. 
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ZU convergiren; fragt man nach dem Gebiete der anbedingten Convergenz, 
so kann man leicht beweisen, dass es gleichfalls eine Halbebene ist, welche 
links von einer Parallelen 91 («) = y zur Axe des Imaginären begrenzt wird; 
diese Gerade fällt entweder (was für reelle positive a^ stets eintritt) mit der 
oben erwähnten Geraden 31 («) = c zusammen (c = y), oder sie liegt rechts 
von ihr (c<Cy) im Endlichen oder Unendlichen. Die Lage dieser beiden 
Geraden ist von Herrn Cahen*) in analoger Form bestimmt worden wie der 
Radius des Convergenzkreises einer Potenzreihe vordem durch Cauchy und 
Herrn Hadamard\ die Abscissen der Grenzgeraden sind, falls sie ^ sind, 

log \k o„| log J|a.| 
c = lim sup ""-f^ , Y = lim sup — "^ . 



Wenn c und y endlich und verschieden sind, wird durch gi(«) = c und 
31 (^) = y die Ebene in zwei Halbebenen und einen zwischen ihnen liegenden 
Streifen**) eingetheilt, derart, dass, von links nach rechts gesehen, die Ge- 
biete der Divergenz, der bedingten Convergenz und der unbedingten Con- 
vergenz auf einander folgen. Das Verhalten auf den Grenzgeraden bleibt 
unentschieden. 

Es mögen an einigen Beispielen die wichtigsten der denkbaren Fälle 

erläutert werden: 

« 1 

1. Für a«= 1, A,. = log« erhält man die Reihe 2! — ; hier ist 

n = i n 

logii 

c = y = lim sup , *^' - = lim sup 1 = 1; 

x = !» ^Og X a; = « 

links von JH (5) = 1 divergirt die Reihe, rechts von 9fi («) = 1 convergirt sie 
absolut. 

2. Für a„ = (- 1)", l„ = log w, also für die Reihe 1 ^jr^, ist: 

logii (-1)1 

c = lim sup ~ = 0, 

x = »* loga? 



♦) 1. c. S. 87—89. 
**) Die Breite y — c dieses Streifeos ist nach Herrn Cahen (1. c. S. 92) höchstens 

lOfiT «17 00/1 

lim sup — I — , für Reihen £ — " also höchstens 1. 

» = '» ^x n=l W 
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da £ (- 1)" nnr der Werthe - 1 und fähig ist, und 

iogi|(-i)i ^ logi 1 

Y = lim sup — "^l = lim sup , ""^ = lim sup 1 = 1. 

Hier findet Divergenz für 91 («) <; 0, bedingte Convergenz für 
< SU («X 1, unbedingte Convergenz für 91 («) > 1 statt 

3. Für ö„ = (~ 1)", K = log log n, also für die Reihe Z^^~-^, ist 



log 12:^ (-1)1 

log Z |(-1)M 



c = lim sup }^\ = 0, 

x=^^ log log a: 



y = lim sup — -:^. = lim sup -^r^ = + ^, 

' , = , ^ logloga: ^^^^ loglog« ' 

sodass die betrachtete Reihe nirgends unbedingt, aber in der Halbebene 
91 («) > bedingt convergirt. 

Bin anderer Fundamentalsatz ist: 

IL Wenn c die Abscisse der Grenzgeraden ist und «, T 
positive Grössen sind, so convergirt für 9l(«)>c + 6, — r<9[(^)<r*) 

QC 

die Reihe ^ ö, e"^»' gleichmässig.**) 

«=1 

Daraus folgt nach einem bekannten Satze von Weierstrass***) 

ni. In der Convergenzhalbebene stellt die Reihe 2;ö«e~^«' 

«=1 

eine analytische Function von s dar; diese ist für jeden Punkt «o 
jener Halbebene in eine Potenzreihe 

5ß (« - «o) = 1 C, (ß - Ä.,)" 

entwickelbar, welche mindestens im Innern des Kreises mit 
dem Radius 9l(«ü)--c convergirt. 

Die Ableitungen der Function ergeben sich in der Convergenzhalb- 
ebene der DincAtefechen Reihe durch gliedweise Differentiation derselben. 



*) S(*)-« bezeichnet den imaginären Theil der Zahl s = 9fi(«) -}-3(«)-t. 
**; Cahen, 1. c, S. 83. 

***) „Zur Functionenlehre", Monatsberichte der Königlich Preussischen Akademie 
dejT Wissenschaften zu Berlin, 1880, S. 723; Abhandlungen aus der Functionenlehre, 
18^^<J, S. 73-74; Werke, Bd. 2, 1895, S. 205. 

9* 
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Dies sind die Grandzüge der bekannten allgemeinen Theorie der 
DtncA/e/schen Reihen, welche mit der Theorie der Potenzreihen manche 
Analogieen bietet, aber wegen der nur bedingten Convergenz der Reihen 
noch schwieriger ist. Wie bei Potenzreihen fehlt hier eine allgemeine 
Methode zur Entscheidung darüber, ob die für9l(«)>c durch eine be- 

Stimmte Reihe JS a„ e"^»' dargestellte Function über die Grenzgerade hinaas 

n = l 

fortsetzbar ist. Man hat den Nachweis — mit einer sogleich anzugebenden 
Ausnahme — für diejenigen speciellen Z)irfcAtefcchen Reihen geführt, mit 
denen man sich bisher hauptsächlich beschäftigt hat. Das sind die Reihe 

JS —^ welche für 3'1(«)>1 die Äiemaunsche*) ^-Function darstellt, ferner 
n = i n 

die von den Herren LipschiU*^) und Lerch***)^ in Specialfällen von den Herren 

Kinkelin*''*''), Hurwilzf), Pilhff), Cahenfff) und MellinfiW behandelte Reihe 

(9l(x)^0), 



.=1 (w + ny 



*) „üeber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse**, Monats- 
berichte der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1859, S. 671 ff.; 
Werke, 2. Aufl., 1892, S. 145 ff. 

**) „Untersuchung einer aus vier Elementen gebildeten Reihe", Journal für die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 54, 1857, S. 313ff. ; „Untersuchung der Eigen- 
schaften einer Gattung von unendlichen Reihen**, ebenda, Bd. 105, 1889, S. 127 ff. 



e 



knix a 



***) „Note sur la fonction Ä (tr, x, «) = 2! 7 — r~rTM » ^^^^ mathematica, 

jt=o {w + Kjr 

Bd. 11, 1887, S. 19 ff.; „Zakladove theorie Malmstenovskych rad**, Berichte der 
tschechischen Akademie der Wissenschaften, 2. Klasse, Bd. 1, No. 27, 1892, S. 525—590. 

****) „Allgemeine Theorie der harmonischen Reihen mit Anwendung auf die Zahlen- 
theorie**, Programm der Gewerbeschule in Basel, 1862. 

f) „Einige Eigenschaften der DirtcA/e/schen Functionen F(s) = ^r- ) — , die 

bei der Bestimmung der Classenzahlen binärer quadratischer Formen auftreten**, Zeit- 
schrift für Mathematik und Physik, Bd. 27, 1882, S. 86 ff 

tt) »Ueber die Häufigkeit der Primzahlen in arithmetischen Progressionen und 
über verwandte Gesetze**, Habilitationsschrift, Jena, 1884. 

ttt) 1- c. 
tttt) »Ueber eine Verallgemeinerung der /itemawwschen Function C («)**, Acta so- 
cietatis scientiarum Fenuicae, Bd. 24, 1899, No. 10. 
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(3.) r.(«) = /7— ^, 

V 1 i_ 

WO p alle Primideale des Körpers darchläaft, und 

n = 1 '• 

WO F(n) die Anzahl der Darstellungen der ganzen rationalen Zahl n als 
Norm eines Ideals n des Körpers x ist. 

Von den drei Ausdrücken (2.), (3.), (4.) ist bisher bekannt*), dass sie 
für reelle «>1 (also für complexe s mit reellem Bestandtheil 91(«)>1) 
convergiren, und dass das Product (« — l)^jf(«), wenn die Variable s von 
rechts an «=1 heranrUckt, sich einer endlichen, von Null verschiedenen 
Grenze nähert. Weitere Resultate über die für 91 («) > 1 durch jene Aus- 
drücke (2.), (S.), (4.) definirte analytische Function sind nicht vorhanden; 
Herr Hitbert^*) machte noch jüngst auf diese Lücke aufmerksam. 

Der erste Abschnitt der vorliegenden Arbeit enthält einen Hilfssatz 
über Diricklel^che Reihen; im zweiten führe ich den Nachweis, dass die 
Function ^^ (s) über die Grenzgerade 91 («) = 1 hinaus an jeder Stelle fortsetz- 
bar ist und dass abgesehen von dem Pole 8=1 keine Unendlichkeitsstelle, 
aber auch keine Nullstelle der Function auf der Grenzgeraden liegt. Auch 
wird ein links von der Grenzgeraden gelegenes Gebiet bestimmt, in dem 
die ^^-Function nicht verschwindet. Das Hauptresultat des dritten Ab- 
schnittes ist der Satz, dass das Product (3.) für jedes s mit dem reellen Theil 
1 (ausser 8=1) convergirt und die S;, -Function darstellt; die hierzu ange- 
stellten Betrachtungen über gewisse auf die Primideale des Körpers er- 
streckte Summen bilden eine Ausdehnung der T8cheby8cheßchGn Methoden 
auf die allgemeine Zahlentheorie. Im vierten Abschnitt werden diese arith- 
metischen, von der Theorie der Dirichlet^chen Reihen unabhängigen Be- 
trachtungen zur Lösung eines Problems verwendet, das von Herrn Pomcari 
formulirt und für einen speciellen höheren Zahlkörper, den Gausssohen 
Körper P(i) gelöst worden ist. Die Behandlung des Problems von der 



♦) Dedekind, 1. c, S. 610—611; Hilbert, 1. c. S. 230—232. 
**) „Mathematische Probleme **, Nachrichten der Königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen, mathematisch -physikalische Klasse, 1900, S. 275 — 276; 
Archiv der Mathematik und Physik, Reihe 3, Bd. 1, 1901, S. 215. 
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existirt und gleich a ist, so convergirt 



für «> 1, und 






lim(*-l)i ^ 



existirt und ist gleich a 

hat sich eine ganze Reihe ähnlich beweisbarer Sätze angeschlossen, welche 
namentlich von Berger*) und Herrn Pringsheim**) entwickelt worden sind; 
einer jener Sätze, welcher von Herrn Dedekind herrührt***), lautet: 
Nähert sich 

1 J fOO 



loga? n=i n 

•Grenze«, so cc 
das Product 



für x==oo der Grenze«, so convergirt die Reihe £ '--■ für « > 1, und 

» = 1 n 



nähert sich für «= 1 einer Grenze und zwar der Grenze «. 

Im einfachsten Falle f(n) = 1 lehrt also dieser Satz, dass in den 
zwei Gleichungen 

und 

(6.) 2: - = log ic + C + ( -)*^ (Maclaurin-Euler&che Summenformel) 



*) „Recherches sur les valeurs moyennes dans la theorio des nombrcs", Nova 
acta regiae societatis scientiarum Upsaliensis, Ser. 3, Bd. 14, 1887; vergl. auch Franel^ 
yySuT la theorie des series^, Mathematische Annalen, Bd. 52, 1899, S. 538. 

**) „Zur Theorie der DtricÄ/e/schen Reihen", Mathematische Annalen, Bd. 37, 
1890, S. 38—60. 

***) 1. c. S. 382; der Satz ist ein Specialfall des dort mit 4. bezeichneten. 

t) (g(x)) bezeichnet eine Function von t, deren Quotient durch die Function 
g(x) für grosse positive x nicht beliebig grosser Werthe fähig ist, also zwischen end- 
lichen Unbestimmtheitsgrenzen oscillirt, mögen dieselben verschieden sein oder in 

oder einem anderen Werthe zusammenfallen. Eine Function tp («) kann also mit \^—J 
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die beiden Constanten a und 1 ttbereiiistimmen. Die meisten der oben 
erwähnten weiteren Untersuchungen bewegen sich nach der Richtung hin, 

dass über das Verhalten von 2; f(n) oder von ^ — andere Voraus- 
setzungen gemacht werden, z.B. die, dass der Quotient durch a;''(loga;)^ 
sich einer Grenze nähert; dadurch gelingt es dann, das Anfangsglied von 
Potenz- und anderen Reihen zu bestimmen, welche nicht gerade wie die 
obige Reihe (5.) mit der (— l)ten Potenz von « — 1 beginnen. Dagegen wird 
die bekannte Thatsache *), dass in (5.), (6.) auch die Coefficienten ß und C 
übereinstimmen, wenig beachtet; dieser Satz, dass die beiden Grenzwerthe 



and 






übereinstimmen (ihre Existenz steht von vornherein fest), wird auch in 
neuerer Zeit nicht immer einfach genug nachgewiesen. Man gelangt leicht 
zu folgendem allgemeineren Satz: 

Es werde die summaUorische Function 

der Function f{n) zugleich mit x unendlich^ und zwar so, dcus 

(7.) Hix)==ax + 0{g(x)) 



bezeichnet werden, wenn zwei Zahlen |, G so gefunden werden können, dass für alle 

I « V («) I ^ G 
ist Das ist bekanntlich ffir 

• 1 

ip(x) = 2: --logx — C 

n=l « 

der Fall, wenn C die £t/ forsche Constante bezeichnet. Die Bezeichnungsweise 0(g(x)) 
wird im Folgenden mitunter auch für complexe Functionen der positiven Variablen x 
angewendet; damit ist alsdann gemeint, dass der absolute Betrag des Quotienten durch 
die Function g(x) für positive unendlich wachsende x endlich bleibt. 

*) Yergl. Piltz: „Ueber das Gesetz, nach welchem die mittlere Darstellbarkeit 
der natfirlichen Zahlen als Produkte einer gegebenen Anzahl Faktoren mit der Grösse 
der Zahlen wächst.^ Inaugural-Dissertation, Berlin, 1881, S. 7. 

Journal far MathemaUk Bd. GXXV. Heft l. IQ 



74 E. Landau, über die zu einem algebraischen Zahlkärper gehörige Zeiafundion. 

ist^ ioo a eine Constante bezeichnet vnd g(x) eine positive Function von Xy 
von der zweierlei vorausgesetzt wird: — t- nehme für x>l mit wachsendem 

X monoton ab und 

9(0 dl 



r m. 
J <' 



habe einen Sinn, ä. h. 

(8.) J™/'^?- 

1 

existire. 

Alsdann convergirt die Reihe £ -^ für 91 («) >> 1 und lässt sich in 
die Form setzen: 

ferner läasl sich J: '-^ folgendermassen absckäUen: 

(10.) i m = „\ogx-^ß+{i}*), 

n=- 1 n 

wo die Constanten a und ß mit den entsprechenden Constanten von (9.) über- 
einstimmen und a mit der in (7.) vorkommenden Constanten. 

Zum Beweise dieses fUr das Folgende erforderlichen Hilfssatzes führt 
der von Abel herrührende Kunstgriff der partiellen Summation. Es ist 
f{n) = H{n)^H(n^l) = «« + y.-a(«- l)-y._, 

= «+yn-y«-i**), 

wo 

Yn^O(jg(n)) 
ist. y» ist für jedes n eine wohlbestimmte Grösse, nämlich H(n) — an^ deren 
Quotient durch g(n) dem absoluten Werthe nach für alle n kleiner ist als 
eine Constante G. 

Für diejenigen *, für welche die linke Seite convergirt, ist also 



*) lyWI bezw. \(f(s)\ bezeichne eine Function von a; bezw. «, deren Quotient 
durch (p(x) bezw. g)(s) sich der Grenze nähert, falls x ins positive Unendliche wächst 
bezw. s auf der Axe des Reellen von rechts au 1 heranruckt; {1| bedeutet also in 
(10.) bezw. (9.) eine Function von x bezw. s, deren limes für a? = oo bezw. für « = 1 
existirt und ist. 

**) Yq bezeichne 0. 
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Nun ist für alle n^l 

\rn\^Gg(n), 
also 

Die unendliche Reihe 2»' -V convergirt, wie oben bemerkt wurde, und 
— - nähert sich für » = oo der Grenze 0: daher ist 



lim G i ?^?^ = 0, 

y = x 



also 



lim G ^^^^ = G Hm iC^r^D. .^izl = o, 
limö^ = Glim^^->', =0, 

lim i >'"~^-' = 0, 



y = 30 



•y— I 



was die behauptete Oonvergenz von £ — — ^^^ darthut. 

00 

Wenn nun aber eine DtWcA/e/sche Reihe £ a^ e"'»' in einem Punkte 

«=1 

«u convergirt, so ist bekanntlich, auch wenn «„ auf der Grenzgeraden lieget, 
flir positive gegen abnehmende «*) 

lim k an c-^-^^+'> = -1 a« e-'«^. 

Also nähert sich, wenn 8 auf der Axe des Reellen an 1 heranrttckt, die 
Summe ^ Y^—y^-^ ^^^ Summenwerthe der convergenten Reihe £ y^—f—^ 

den ich mit ß — aC bezeichnen will, wo C die Eti/ersche, a die in (7.) auf- 
tretende Constante bezeichnet: 

«=1 '* 



*) Sogar für « = «0 + a + 6t (a > 0, 6 = O), wo a und 6 so Null werden, dass 
— endlich bleibt; vergl. Cahen^ 1. c, S. 86—87. 
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Dies giebt, in (12.) eingesetzt, den ersten Theil der Behauptung 

(9.) i^ = 7^+/^+il|- 

Hierin ist a die Gonstante der Voranssetznng (7.) nnd 

Andererseits ist 

n=i n „=1 11 «=i « 11=1 n 

= er(logx + C+{l})4- 1^^"--'-! ^-~i'--- 

= aloga; + «C+{lH-l?^"-^ + {l}, 



(10.) i^^ = « log X + /?+{!}, 

WO a und ß denselben Werth haben wie in (9.) 

Damit ist der Satz auf S. 73—74 bewiesen; seine Voraussetzungen sind 
im besonderen erfüllt, wenn 

g (x) = 0?'" 
ist, wo fit eine positive Zahl <C 1 bezeichnet ; denn alsdann nimmt 

9(x) ^ 1 

mit wachsendem x ab und 

1 1 

hat einen Sinn. In diesem Falle besteht ausser dem Satze auf S. 73—74 noch 
folgender analog beweisbare Satz: 
Ist 

(13.) H(x)= i:r(n)^ax-\-0(ar), (o<:m<:i) 

«—1 

to ist die für fR(s)> 1 durch die Dirichletsche Reihe 

(14.) i (p 

dargestellte analytische Function über die Grenzgerade 91(0 ==1 hinaus in der 
Umgebung jeder Stelle s = 1 + / 1 fortsetzbar; sie existirt mindestens in der 

ffaibebene ^(s)Z>fn und hat in dieser Halbebene als einzige Singularität die 

Si^He « = 1, welche ein Pol erster Ordnung ist. 
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Beweis: Es ist für 9fl(«)> 1 wie oben 

OD J 

Wie bekannt, ist die für 91(«)>1 durch die Reihe 2;-:definirte Fanction 

' ^ ^ 11=1 n* 

^ (s) in der ganzen Ebene fortsetzbar und hat (im Endlichen) den Pol erster 
Ordnung « = 1 als einzige Singularität. Die Behauptungen werden also be- 
wiesen sein, wenn die Convergenz der Reihe J^^^^^^^J'^^ ftlr jedes reelle «>>ifi 

dargethan sein wird; denn daraus folgt nach dem Fundamentalsatz III*), 
dass diese Reihe für fR(s)>m eine eindeutige analytische Function ohne 
Singularität im Endlichen darstellt. Es ist für 

8 =^ m + e (f > '0, a; < y; 

y yn-yn- x _ y yn-yn-i ^ ^ ^ /"_! 1 >) _ y^-i , y» 

Da für eine passend gewählte Constante G wegen (13.) 

ist, ergiebt sich 



'••^' 1— n^x Vw- + * (n+l)-W^^ X^^^^ ^^1 



(1 ^^^ y^mn-* 1=^^^- Vw'" + * (n+O^'W^ "'^^^^ ^ "^ (y + 1)-^^' 
Die beiden letzten Glieder verschwinden für a? = «), y = <»; ferner ist 
^ 1 1 =/ , \ /-"-^^ rftf ^ m-he **) 

n 

OD J 

also verschwindet wegen der Convergenz der Reihe J? -:^g auch das erste Glied 
der rechten Seite von (15.) für a: = oo, y = oo. Aus (15.) folgt somit die Con- 
vergenz der Reihe 2; ^""^^^"^ und damit der auf S. 77 ausgesprochene Satz. 

In der Umgebung jeder von 1 verschiedenen Stelle «, deren reeller 
Teil >m ist, ist also die für 91(0 > 1 durch die DirtcAfefeche Reihe (14.) 
definirte Function rp (s) in eine Potenzreihe entwickelbar, die mindestens in 

•) S. 67. 
**) Dies folgt auch aus dem binomischen Satze. 
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einem Kreise convergirt, dessen Radius die kleinere der beiden Zahlen 
gi(«) — w und I« — 1| ist; alsdann reicht ja der Kreis weder über die Gerade 
9{ («) = ift hinaus, noch enthält er den Pol ir = 1. In der Umgebung des 
Punktes « = 1 giebt es eine mindestens für | « — 1 1 <; 1 — m convergente 
Entwicklung 

(16.) ^(,)= « +/?4. i:ßr(s^iy. 

Ein Theil dieses letzteren, auf die Umgebung des Punktes « = 1 
bezüglichen Resultates kann auch aus einem Satze des Herrn Phragmen*) 
hergeleitet werden, welcher so lautet: Es seien A, f^,.,. /„,... positive mit n 
monoton ins Unendliche wachsende Grössen, ai, a2,... a„,... beliebige 
reelle Constanten, und es werde über die summatorische Function 



vorausgesetzt, dass 
ist; dann ist 






H(x) = ax-^-O (x'") 0» <: m <: 1) 






in eine nach ganzen positiven Potenzen von s—l fortschreitende 
Reihe entwickelbar, welche mindestens für |«— li<— g— convergirt 

Für /« = II, a^ — f(n) folgt aus diesem Satze des Herrn Phragmen allerdings, dass 

OD f(f{\ 

die Reihe J? '-^ über die Grenzgerade 91 (*) = 1 an gewissen Stellen fort- 
gesetzt werden kann; aber diese Fortsetzbarkeit folgt aus jenem Satze nur 
für die endliche Strecke 1 — ^^ i bis 1 -| — ^ i der Grenzgeraden, während 

der im Texte bewiesene Satz für jede Stelle der Grenzgeraden gilt; 
ausserdem habe ich für die Stelle « = 1 oben bewiesen, dass der Convergenz- 
kreis der Reihe (16.) mindestens den Radius 1— m hat, während der 

Pkra^^sche Satz nur liefert, dass der Radius mindestens ^ ist. 



*) „Sur un theoreme de Dirichlel^. Öfversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens 
Porhandlingar, Stockholm, Bd. 49, 1892, S. 199—206. 

**) 11 durchläuft allo (nach VoraussetzuDg in endlicher Anzahl vorhandenen) 
ganzen Zahlen, für welche In ^ ^ ist 
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An Stelle von (9.) tritt also unter den Voranssetznngen des Satzes 
auf S. 77 in der Umgebung der Stelle s = i die mindestens für 
I« — l|<l--iii convergente Entwicklung (16.), und an Stelle von (10.) 
tritt wegen 

il = logx + C + o(i), 
^„ n x+l^n^i.J'\n n + 1/ 

die schärfere Relation 

(17.) i^) = „iogx + /i+o(^). 

fi=l '• '•' 

Zweiter Abschnitt. 

Uebcr dio zu einem beliebigen algebraischen Zahlkorper gehörige Zetafunction. 

Es sei ein algebraischer Zahlkörper x allen Betrachtungen dieses 
und der drei folgenden Abschnitte zu Grunde gelegt, und es bezeichne wie 
in der Einleitung*) F(n) die Anzahl der Darstellungen der ganzen ratio- 
nalen Zahl n als Norm eines Ideals des Köi*pers. Dann ist nach Herrn 
Dedekind**) 

WO a eine durch den Körper bestimmte Constante 



(18.) 



a = 



wiy'Di 

ist; hierin bedeutet fi die Anzahl der reellen conjugirten Körper, r, die 
Anzahl der imaginären conjugirten Körperpaare, ta die Anzahl der im 
Körper vorkommenden Einheitswurzeln, D die Discriminante, R den Regu- 



♦) S. 70. 
♦*) 1. c. S. 609 und 611; vergl. Uilbert, 1. c. S. 229 und 230. 
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In dem Gebiete ^(s) > 1, in welchem die ^^- Function durch eine der 
Reihen (2.), (4.) oder durch das Product (3.) dargestellt wird, hat sie keine 
Nullstelle, da ja bekanntlich das Product (3.) für jedes «, dessen reeller 
Theil>l ist, convergirt, d. h. so beschaffen ist, dass das Product seiner 
X ersten Factoren sich für a? = oo einer endlichen, von verschiedenen 
Grenze nähert. 

Nachdem durch den Satz auf S. 81 die Fortsetzbarkeit der ^,-Function 
über die Grenzgerade hinaus dargethan ist, stellt sich die Frage nach den 
etwaigen Nullstellen der ^^-Function, deren reelle Theile ^ 1 wären. In 
dieser Beziehung werde ich zunächst beweisen: 

Die Function txi'^) *«' ^^f der Geraden 9l(*) = 1 keine Nullstelle. 

Beweis: Für die gewöhnliche, dem natürlichen Rationalitätsbereich 
entstammende /itemaniische ^-Function ist dieser Satz bekannt und zuerst 
1896 unabhängig von den Herren Hadamard*) und de la Vallee-Poussin**) 
bewiesen worden. Von jenen beiden Beweisen ist der Hadamard^che der 
kürzere; er ist aber später von Herrn de la Vallee-Poussin***) noch verein- 
facht worden. Herr Hadamardf) betont, dass sein Beweis nicht nur für 
die ^-Function gilt, sondern allgemeiner zu dem Satze führt: 

Wenn eine Function so beschaffen ist, dass erstens ihr Loga- 
rithmus in eine für ?St(s)>c convergente Dirichlet^che Reihe 

•=1 

entwickelt werden kann, wo die a„ reell und positiv sind, und dass 
zweitens die Function in der Umgebung jeder Stelle der Geraden 
gi(«) = c über dieselbe hinaus fortgesetzt werden kann und auf 
dieser Geraden als einzige im Endlichen gelegene singulare Stelle 
einen Pol erster Ordnung besitzt, so besitzt sie auf der Grenz- 
geraden iR(«) = c keine Nullstelle. 

*) 1. c. S. 200-202. 

•*) 1. c. S. 220—242. 

***) 1. c. S. 395—397; vergl. Herrn von Schapers Dissertation „Ueber die Theorie 
der HadamardschQn Functionen und ihre Anwendung auf das Problem der Primzahlen", 
Göttingen, 189H, S. 63 — 68, wo die drei Beweise besprochen und mit einander verglichen 
werden. 

t) 1. c. S. 202. 
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(Aus den gemachten Realitätsannahmen folgt natürlich sofort, dass 
jener Pol gerade die Stelle s = c sein muss, da anderenfalls der zu c + ti 
conjugirte Punkt c — /• auch ein Pol wäre.) 

Für den vorliegenden Fall 

n=l A'n=W>n n=l " 

ist die Richtigkeit der zweiten Voraussetzung im Vorhergehenden durch 
den Satz auf S. 81 schon nachgewiesen. Es bleibt nur zu zeigen, dass 
die erste über den Logarithmus gemachte Voraussetzung erfüllt ist. Dies 
sieht man folgendermassen ein : Es ist nach (3.) für 9i («) > 1 

p 1 i~ 

JVp' 

wo p alle Primideale des Körpers x durchläuft, also 

= ^ -: = -S a. c-"«''", 

n=l " n=l 

wo a„ die Anzahl der Darstellungen von n als Norm eines Primideals plus der 
halben Anzahl der Darstellungen von n als Norm eines Primidealquadrats 
H — ist; a, ist also eine reelle nicht negative Zahl (die natürlich nur dann 
von verschieden, d. h. positiv sein kann, wenn n eine Primzahlpotenz ist). 

Der Hadamard&che^ auf der vorigen Seite citirte Satz ist also an- 
wendbar; übrigens gilt auch die de la Fa//ee-Fof««iiische Vereinfachung 
des ^acfamarcfschen Beweises von 

^(l + /t)+ (^^0) 

für die allgemeineren ^Tarfamarcfschen Voraussetzungen und liefert für den 
vorliegenden Fall folgenden Beweis des Satzes 

^,(l + /«) + (r$0). 

Gesetzt es wäre 

S,(i + ") = o. 

Dann hätte die S,- Function in der Umgebung der Stelle ! + /• eine 

11* 
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Entwicklung 

Hier lässt sich zunächst zeigen, dass Ci4=0, d.h. dass die Nullstelle 1 + ti 
von der ersten Ordnung wäre. In der That ist für 91 («) > 1 : 

log ^.(.) = log ^-i^ = - ^ log (l - ^), 



^ ßp' 



logNp 
d log U*) = M ^ _ y ~^> ~ _ _ y log^» 

Nun ist « = 1 ein Pol erster Ordnang der Function ^^ («) ; daher ist bei 
jeder Annäherung an « = 1 

Im besonderen werde die Annäherung 

lim -^-^l--t«) 

gewählt, wo e eine Folge positiver anendlich abnehmender Werthe durch- 
läuft. Wegen 91 (l + t) = 1 + « > 1 ist alsdann die Formel (21.) anwendbar 
und ergiebt 

1 - lim (s H ^?1^ -4- B 2: ^**8 ^^ ") 

oder, da 

y logA'P 

T'AycAp'— 1) 
offenbar schon für 9i(»)> g, *^^* gewiss für « = 1 convergirt, 

(22.) lim.^'°«-^=l. 

Ebenso wäre, da (21.) für « = 1 + f + /t (« > 0) gilt, die Ordnung i der Null- 
stelle ! + /• durch den Grenzwerth gegeben: 
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i= lim (s-l-ti)^. 






logJVp 



e=u 



(23.) 
Nnn ist aber 

also 



i = - lim t -T 






'(JVp' 



•1)> 



logiVy 



JVp» 



+* + « 



= 'r'l)Vn>+» + "l - iVn«+»' 



|iVp> 



c-S 



logiVp 



iVi)' 



+«+«« 



— p JVp 



I 7 Jvi)' 

logJVp. 



i+» ' 



in VerbiDdnng mit (22.) und (23.) folgt daraus 



i = — lim c .2: 



logJVp 



,=ü * Np 



« + » + « 



= lim 



s2: 



log Afp 



,öL"'f^ = '' 



80 dass die etwaige Nullstelle il-ter Ordnung 1 + ti höchstens von der ersten 
Ordnung sein könnte. Es wäre also 

Dies giebt, zu (22.) addirt, 

= lim e £ log m G^,-, + jvsr^- ) 



«=0 



^JVp' 



^p' 



Es ist im Auge zu behalten, dass € von reellen positiven Werthen aus der 
Null zustrebt. In der letzten Gleichung muss der reelle Theil für sich 
gegen Null convergiren: 

Jeder Summand ist ^0; der limes der mit b multiplicirten Summe muss 
also auch dann Null sein, wenn zuvor jeder Summand mit einer zwischen 
0(incl.) und 4(incl.) liegenden Zahl 2 (1 — cos(/logiVp)) multiplicirt wird; 
dies ergiebt wegen 

(24.) 2(l + cos«)(I-cosa) = 2-2cos^a = 1 -cos 2a: 

lim s 2: %^^r^ (l - cos (2/ log Np)) = 0. 



86 £* Landau, über die zu einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zeiafunction. 

Durch Sabtraction dieser Gleichung von (22.) folgt: 
limc^'e^f;^ co8(2nogiVp)=l, 

(26.) „„.a,^ W,^, = ,. 

Andererseits ist aber 1 + 2 /• eine reguläre Stelle der Function S,(«), da ja 
1 die einzige auf gi(«) = 1 gelegene Singularität ist; also ist, wenn sie 
keine Nullstelle (r = 0) oder eine Nullstelle y-ter Ordnung (y > 0)*) ist, 

was mit (25.) im Widerspruch steht. Durch diese Uebertragung der be- 
kannten Hadamard-de la Vallee-Poussinschen Methode ist bewiesen, dass die 
^j,-Function auf der Grenzgeraden nicht verschwindet, wie auf S. 82 be- 
hauptet wurde. 

Herr Merlens**) hat jenen Beweis für das Nichtversch winden der 
Riemann&chen ^-Function auf der Grenzgeraden so umgestaltet, dass er 
zugleich eine bestimmte positive Function t(/) der reellen, von ver- 
schiedenen Variabein / liefert, so dass für alle / ^ 

;^(i+/t)i>T(0 

ist. 

Dieser Kunstgriff ist auch für die allgemeine ^^.-Function unter Hin- 
zuziehung einiger im Vorangegangenen angestellten Betrachtungen anwendbar 
und liefert zunächst 

FUr «>0 ist: 

21og^,(I + . + /0 = 2 I j^-^^-^,J^ 
21ogC.(l + -/0 = 2 Ij^^^^,.^^^^ 

4iog^.(i + =4lj;2;^-W; 

*) V ^ 2 wäre nach dem oben BewieseneD uDdenkbar ; aber darauf kommt es 
hier nicht mehr an. 

**) „üeber eine Eigenschaft der Kiemantischen C-Function", Sitzungsberichte der 
Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, Bd. 107, Abth. 2», 1898, S. 1431—1436. 
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durch Addition dieser drei Gleichungen ergiebt sich 

wegen 

4(l + co8a)^2(l + co8a)(l— cos«) = 1 — cos 2a*) 
folgt daraus die Ungleichung 

41ogi?.(l + e+<0l + 41oir?.(l + .)^_l y 2 l^^^^ffl 

_*l5, 1 y l y^ cos(2m<logJVp) 

= logCx(l + 0-Jogl^.(l + « + 2«)|, 
41og|S,(l + 6 + «)l^-31ogC.(l + 0-loglS.(l+« + 2«f)l, 

^ ^ — (f.(l+€))^i?.(l + 6+2/i)|* 

Analog dem ^er/eit«schen Verfahren für die Riemanmche ^-Function 
führt diese Ungleichung zu dem erstrebten Ziele nach Lösung der folgenden 
drei Hilfsaufgaben**): 

1. Bestimmung einer oberen Schranke***) flir ^^.(l+e), welche für 
€ = nicht stärker unendlich wird als - • 

£ 

2. Bestimmung einer von « (0^«^ 1) unabhängigen oberen Schranke 
für |C«(l + « + 2tt)|. Es wird eine positive Function von / gesucht, welche 
gleichmässig für alle e zwischen und 1 oberhalb |^,(l + € + 2«)| liegt. 

3. Bestimmung einer von t (0<:;€^ 1) unabhängigen oberen Schranke 

für |l(^Xl + ^ + <0-?«(l + «))|. 

Aus einem nachher ersichtlichen Grunde werde ich mich bei der 
Lösung der dritten Hilfsaufgabe nicht auf positive 6 beschränken, sondern 
sie für das Intervall 

(27.) _ - V' (0 ^ « ^ 1 ^"'^*- *=^^ 



*) Vergl. (24.). 

**) Bei diesen Untersuchungen genügt es wegen | f^^ (a + <0 I = I C« (^-— '0 L 
positive Werthe von / zu betrachten. 

***) Unter oberer Schranke ist eine für keinen Werth der Variabein überschrittene 
Zahl zu verstehen, die also auch durch jede grössere Zahl ersetzt werden kann. 



88 £• Landau, über die zu einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zetafunction. 
behandeln, wo 

v/(0 = 



Älog(3 + 0' 
k bezeichnet den Grad des Körpers x] alsdann ist thatsächlich für alle t> 0- 

0l(l + .+«) = l + *^l-V(O = l-,T^gj3q:,)>l-l, 
so dass ^x(l + e+<t) einen Sinn hat. 
1. Es ist für e> 






Nach (19.) ist 



<.gx^ k 



\H(x)-ax\ = I £F(n)-ax 

I «=1 

WO g eine von x unabhängige durch den Körper bestimmte Constante be- 
zeichnet. Dies ergiebt 

_ |,(ff(«) - ««) - (ff(«-l) - a. (n - 1)) _ » ,„,. . / 1 1 N 

|g,(l+*)-«^(l + 0l<i7l»'-^(^,-(-;rp^)<i^l«'--^'^* 



«2 + « 



wegen 



<^(H-e)?:(H-i)+a^(H-«); 



ist also 

Wird die Veränderlichkeit von e auf positive Werthe ^ 1 beschränkt, so giebt 
es also eine Constante*) 

c, = 2^^(14- i)+ 2«, 



*) Die Existenz einer solchen Constanten c^ folgt auch schon aus dem auf S. 70 
citirten DedeÄctfidschen Satze. 
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80 dass für 0<f^l 

(28.) Ul + 'X'i 

ist. 

2. Auch bei der zweiten Aufgabe wird die entsprechende Unter- 
suchung für die Riemanmche ^-Function als Hilfsmittel hinzugezogen werden. 
Dabei kann für \^{l + e + 2tt)\ die von Herrn Mertens*) hergeleitete obere 
Schranke verwendet werden, eine wesentlich positive Function von /, die 

für / = von der Grössenordnung - und für < = oo von der Grössenord- 

nnng -^ unendlich wird. Doch lässt sich die Abschätzung verschärfen. 
Aus der für gi(«)>0 gültigen Gleichung 

(29.) g(.)=l + jAi-.l/V+.'>« 

hat Herr de la Vallee-Poussin**) in besonders einfacher Weise die Fortsetz- 
barkeit der Ätcmaiwischen ^-Function über die Grenzgerade hinaus geschlossen, 
weil die Integralsumme 

* /•! udu 

I) 

für 9i(«)>>(y {ß bezeichnet eine positive Zahl) gleichmässig convergirt; 
(29.) lehrt, dass für « = l + « + 2*t (o<^-£i) 



1 ^ 
ist, was 



I » /*^ udu ^^ "^ r^ \'du * 1 n} 

! jy (M^)'"^ == £7 'tT = ,^ ;p = 6"' 



ergiebt. Ein noch schärferes Resultat, nämlich 
(30.) 1^(1 + ^ + 2/01 = (log«) 



*) 1. c, S. 1433—1434. 

**) „Demonstration simplifiee du theoreme de Dirichlel snr la progressioki arith- 
metiqae", Memoires couronnes et autres memoires publies par l'academie royale de 
Belgique, Bd. 53, 1896, S. 6—7; „Recherches etc." (vergl. S. 69, Anm. 4), S. 3—4. 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 2. 12 
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hat Herr ^e/Ä»*) erhalten, indem er in der gleichfalls für 91 («)>-0 gültigen 
Gleichung**) 

(31.) ^(,)= l + ^+l(-A_(__^,__^)+_^) 

die Summe in zwei durch n = [\s\] geschiedene Theile zerlegte. Der 
MeUimche Satz, an dem das Merkwürdige gerade in dem Verhalten auf der 
Grenzgeraden, d. h. in der Relation 

|^(l + 2«)| = O(iog0n 
liegt, kann durch gleichzeitige Benutzung von (29.) und (31.) folgendermassen 
hergeleitet werden: Es ist 
^.N « 1 w / 1 / 1 1 \ 1 \ ^ r^ udu 

1 1/1 \ W 1 « /*i «du 

_ ^ ^i__ , w+' 1 _ - /•» «rf« 

= 0(i)+0(l0g/) + <0/"^ 

= 0(log/) + /0(^) = (logO P'^«^»)- 

Nun ist für 0l(«) > 1 -p a fortiori also für 91 (») ^ 1 

W) - «CW = 1 (^ - 5) = '^ (-„9 - ") + i ^^=^ 

= ^^W-.«^M+ 1 lf(n)-ai« -(fl(i«-l)-^a.(n-l) ) 



*) 1. c. (vergl. S. 69, Anm. 1), S. 48—49. 

**) Diese Gleichung entsteht aus (29.) durch Ausführung der Integration und ist 
unabhängig von den Herren Kinkelin (1. c, S. 8), Piltz (1. c. — vergl. S. 68, Anm. 6 — 
S. 17) und Jensen (1. c — vergl. S. 69, Anm. 2 — S. 1156) aufgefunden worden. 

***) Nur mit Rücksicht auf die hier zu machende Anwendung ist # = 1 + 2li ge- 
setzt; naturlich ist diese Relation mit| C(l + /t)l = OQogt) gleichbedeutend. 
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also wegen 









Mr-1 



Hierin ist nach (20.) das erste Glied der rechten Seite = (log(<*)) = (log/); 
dasselbe gilt vom zweiten Glied; das dritte Glied ist 

* , ^ . . x*n+l flu * . 1 1 

ii=[t*]+l -^ ** n^rt + 1 " 

=''C/':^)=''(s)=''^'^ 

und das vierte = (j). Es ergiebt sich also 

iS,(l + « + 2<f)-a^(l + f + 2«)| = O(log0 
und daraas in Verbindung mit (30.) 

= (log + (log = (log 0. 
Für / = oo bleibt alsoL ^"^^ +'|^' -'^l endlich; mit Rücksicht auf (32.) kann 
hierfür eine für alle t > gültige Ungleichung 

(34) ICx(H-*+2/«)l<C2(y + log/) (.>«.. L^.^i) 

geschrieben werden, wo Cj eine nur vom Körper abhängige Constante be- 
zeichnet*). 

3. Es ist für alle c, die (27.) erfüllen, 

!7(t,(i+c+«)-Cx(i+'0) 

kleiner als das Maximum von SL (») auf der geradlinigen Strecke von 
1-V(0+'» Ws 2+/i. Nun ist für diese » 

WO 

l 



*) Die FuDctioD — h log ' ist nämlich für positive i stets einerseits > — ( 1 ) > ö"i' 

andrerseits >>log/. 
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also, wenn nach der Differentiation s = a+li gesetzt und die Summe in 
zwei durch n = [/*] geschiedene Theile zerlegt wird, 



n = 1 '• 



5 CB(n)-H(n-l)-a)\ogtt _ J. 



(y«— y«-i)logn 



[$ FC«) loRji [$ log n J /log « log C« + 1) ^ , ^ , l og ([<*] + 1) 



_ f$ F(«)log« , „ rji log« J /'"+' d« 



du _ ^ f 



1~ ' 



+n«*] 



"■^' log u du 

iog(M + i) 



OT + 1) 



• ' 



(35.) 






.-e, ■ „'-v(')- 



.-f, «>-'^t'> 



" = [<*]+! 






Hierin ist wegen H(n) = (») das erste Glied 

^3F(«)logn _ rt ffi«l-ffC»-J) 



.•^i «»-VW 



^^\T:^.;;?~-^l0g« 



1 

= K^(j) ^«s ' • **■ "0 + ^ c^"' ^" log 

= (log Mog / . e* '»8 ' * ""•' i'^+'> ) = (log' 0- 
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Ebenso ist das zweite Glied der rechten Seite von (35.) 

l 

das dritte ist 

= r — ?i^ = f -.-A^ V ^ (^) = ^ (7)' 



das vierte ist 



und das fünfte ist 

= 0(r^+*v'(o log /) = o(^). 

Aus (35.) folgt also für 1 - V' (*) ^ 9t W ^ 2 

(36.) |SU*)-«r(*)| = 0(log^O. 

Was nun C'(«) anbetriflft, so werde ich gleichfalls beweisen, dass 
es gleich 0(log^<) ist. Aus 

folgt wegen 

y (»V«)*-^ "" *~1 Hn + l)'-^ n-w + (n+l)-' 
dass far jedes m*) 

u 
1 1 '""♦;^ 1 * /•* udti 

= ^_T (n{+ 1)"«^ + £ «• " * , JVi y (i»T^Ö^ 

u 

ist, also 

« /,N ^ L 1 _ _ J_ logC»» + l) _ '"+' logn _ * /-' Mrf«_ 

u 

Für 8 = + ti nehme ich nun m = [/*] an und erhalte fllr 1 — V (0 = ^ = 2 
*) Vergl. S. 90, Z. 12. 
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+ 2: 

»=[/*] + ! 



„.-u-W+^^+'^^^J*^^ „2-VCO 



(37.) |C'(*)l = 0(log^O- 

(37.) giebt in Verbindung mit (36.) 
I^X«)I^IS«(»)-«^'(*)l + «l^'(»)l = ^Oog'0 + ö(log'/) = O(iog'0, 

der Quotient l^^^^~^ o-yw^oi.») bleibt also für / =00 endlicb; aus dem 
Vorigen ergiebt sich also für alle positiven t eine Ungleichung 

- 1 ^;(«) ! < Cj (p + log H) o-vw^»^»). 

Nach der Bemerkung auf S. 91 ist dies a fortiori eine obere Schranke für 



l(C,(i + * + H)-S,(i + «)) 



(- V(0 ^ * <: w;ü <: #^ i): 



(38.) |i(^,(l+« + /f)_S^(i + «))|<c3(i+log^/). 

Die Ungleichung (26.) ergiebt unter Benutzung von (28.), (34.) and 
(38.) für />0,0<c^l: 

l^x(i + '01^IC.(i + 6 + /0|-|C,(i + « + <0-^x(H-<0l 
^ 1 



N* 



> 



(?x(l + «))MCx(l+« + 2«i)l 

1 






(«..)».,<(i+7og,) 



^-«CaCpi+log'/); 



(39.) |^,(l+/i)|>«Hc. 'c, "^/*(1 + Mog0 *-«*c,/-ni+<Mog'o). 
Es werde e gleich der kleineren der beiden Zahlen 1 und 



16 



/ _i. _ 1 i. — i-\* 



1 



jg CT' er tr* i' (1 + 1 log tr (1 + <* log' 0-* 

gesetzt; bei passender Wahl der in (34.) vorkommenden, nur nach unten be- 
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schränkten Gonstanten Cj ist der letztere Werth fUr alle t>0 kleiner als 
1, da der in ihm enthaltene Factor f (1 + /logO~'(l + <Mog'0~* ein ge- 
wisses endliches Maximum fUr <>> nicht Überschreitet (39.) ergiebt 
alsdann 

IS« (1 + «Ol > «^ (2e* <h t-' (1 + e log' - «* c, r* (1 + 1' log' o) 

= « C3 r' (1 + /Mog^O = ;^ er' CT' CT' <'(1 + /log 0"* (1 + <" log* O"" 

= ^ CT' er' cf (] + log /)"' (1 + log' /)"'. 
Bei passender Wahl einer gewissen Constanten c« ist also für alle f >> 

(40.) \tAi + ti)\:>c,{\ + \ogty\],+\oguy . 

Dies lässt sich noch etwas vereinfachen. Um den Pol « = 1 lässt sich offenbar 
eine Umgebung | « — 1 1 <; p abgrenzen, so dass für diese s 

IC.(*)l>i 

ist Es braucht nur q gleich der kleineren der beiden Zahlen 
gesetzt zu werden, weil alsdann für |«— l|<:e 

|S.(*)|^«IW|-lSx(«)-«S(*)l 

^l + «(l + 2:(|)) + 2j,g(l + l)-«(l + 2S(|))-2^S(l + ^) 



n' (n-f !)• 
du 



= 1. 
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Für < / < e ist also 

(41.) 1^,(1 +<0|!>i; 

für Q^t ist aber nach (40.) 

bei passender Wahl von Cj. Wenn schliesslich die kleinere der beiden 
Zahlen 1 und Cs mit a bezeichnet wird, so ist 

ftrO<«p |f.(l + ,0|>l^»>^i-^°_|-^„ 

Damit ist bewiesen: 

Wenn x ein algebraischer Körper ist, so existirl eine durch denselben 
bestimmte positive Constante a, so dass für alle positiven t 

(42.) \Ul + ti)\ 



(log (3 + 0)' 
ist. 

Für einen vorgelegten algebraischen Körper x liegt also 

|^.(l + /OIOog(3 + |<|))^' 
flir alle reellen / oberhalb einer von verschiedenen positiven Constanten a. 
Der Satz vom Nichtverschwinden der ^^-Function auf der Grenzgeraden 
hat also die schärfere Form angenommen, dass eine wesentlich positive 
Function von / gefunden worden ist, oberhalb deren der absolute Werth 
von ^, (1 + ti) bleibt ; für / = oo nähert sich diese Function der Grenze 0. 
Aus (42.) in Verbindung mit dem auf das Stück —yj(t)^6<z0 be- 
züglichen Theile der Hülfsbetrachtung 3. folgt noch ein weiteres wichtiges 
Resultat; da erstens für die Stelle 1 + ti eine wohlbestimmte positive Function, 

nämlich ^^ — 73~t-äv angegeben worden ist, welche kleiner ist als | ^,(1+^01? 

und da zweitens für die Änderung des Werthes der ^,-Function beim Hinein- 
gehen in die Halbebene 9fl («) <C 1 von 1 + ti aus auf der Parallelen zur 
Axe des Reellen in (38.) die Abschätzung*) 

|S,(l-(y+«)-C,(l+«)l<e3j(^ + log^0 (u<:^<v^(0=,,;,^) 



*) (38.) galt für — V (0 = ^ <^ ^^^ <C « = 1 ; hier ist jene Ungleichung auf 
das erstere Intervall angewendet und £ = — d gesetzt. 



98 E, Landau, über die zu einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zetafunclion. 
Die ^^-Ftinc/tof} hat keine Nullstelle in dem rechts f>on der Curee 

gelegenen Theil der Ebene. 

Das links von 9ft(«) = 1 gelegene Stück, in dem das Nichtversch winden 
der ^^-Funetion hiermit nachgewiesen ist, ist nicht nur nach oben und unten 
anendlich aasgedehnt, sondern hat aach anendlich grossen Inhalt 

Für die fiieiwannsche ^-Fanction hat bekanntlich Herr de la Vallee- 
Poussin*) zuerst — unter Hinzuziehung schwieriger functionentheoretischer 
Betrachtungen — die Aufgabe gelöst, für den reellen Theil a einer etwaigen 
Nullstelle o+ti eine unterhalb 1 gelegene obere Schranke zu ermitteln, und ist 
zu einer Schranke gelangt, deren Abstand von «=! + /• für / = oo wie 

-j — - zu Null abnimmt. Die vorangegangenen Betrachtungen zeigen, auf 

die Af'emafinsche ^-Function specialisirt, dass man zur Bestimmung einer 

Schranke (wenn auch nur mit dem asymptotischen Abstände ^^ — -^ von der 

Grenzgeraden) auf elementarem Wege gelangen kann, ohne Benutzung der 
tieferen Untersuchungen der Herren Hadamard, ton Mangoldt und de la 
ValUe-Poussin über die Dichtigkeit der Nullstellen der ^-Function und die 
Convergenz gewisser über sie erstreckter Summen; ich habe nicht einmal 
von der Thatsache Gebrauch gemacht, dass die ^-Function für 9J(*)<;0 
existirt. 

Die Frage, ob X^xiß) aiich über die Gerade a = 1— ^ hinaus fort- 
setzbar ist, kann bei dem gegenwärtigen Stande der Idealtheorie noch nicht 
entschieden werden. Man hat ja für einen beliebig gegebenen algebraischen 
Zahlkörper die Function F(fi), d. h. die Anzahl der Darstellungen der 
ganzen rationalen Zahl n als Norm eines Ideals, noch nicht genügend 
untersucht. Für jeden Körper, in welchem dies geschehen ist, kann man 
der Frage, ob X>x(/) ^^ der ganzen Ebene existirt, näher treten. Ich will 
beispielsweise zeigen, dass für einige der wichtigsten bisher betrachteten 
speciellen Körper, die quadratischen Körper und die Kreiskörper der ^f^-ten 
Einheitswurzeln (wo q eine Primzahl bezeichnet), diese Frage im bejahenden 

*) „Sur la fonction ^(#) de Riemann et le nombre des nombres premiers inferieurs 
ä une limite donnee^, Memoires couronnes et autres memoires publies par l'academie 
royale de Belgique, Bd. 59, 1899. 
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Sinne zu beantworten ist, und zwar schon zufolge des Kinkelin^yHurwilib^chen**) 
Satzes, dass die für SR («) > 1 durch die Reihe 

^"^^•^ "ä*" "^ (a + jy + '(a + 2J)' + '"' 

WO a und J positive ganze Zahlen sind***), definirte Function in der ganzen 
Ebene fortsetzbar ist. 

1. Für quadratische Körper der Grundzahl D = ±J ist bekanntlich 

wo V alle Theiler von n durchläuft und (-) die bekannte von Dedekindf) 

mit (D, y) bezeichnete Verallgemeinerung des Legendre-Jacobi^chen Symbols 
bezeichnet. Dann ist für 91 («) > 1 

(46.) us)=iOv-il' 

X> ^r erste Factor der rechten Seite ist als Summe von endlich vielen Reihen 
d^^ Typus (45.) in der ganzen Ebene fortsetzbar und definirt bekanntlich 
ei-Hrme ganze transcendente Function +f+); der zweite Factor liefert die 



*) 1. c. (vergl. Anm. 4 auf S. 68), S. 8. 
**) 1. c. (vergl. Anm. 5 auf S. 68) S. 91. 
***) Allgemeinere Annahmen brauche ich hier nicht. 

t) 1. c. S. 637. 
ff) Dedekind, 1. c. S. 637; die analoge Transformation einer in der Theorie der 
^'^«fc.dratischen Formen auftretenden unendlichen Reihe rührt schon von Dirichlet her 
•^^"^ci ist bekanntlich für seine Bestimmung der Klassenzahl der quadratischen Formen von 
'** ■^ c3amentaler Wichtigkeit. 

fff) Hurwiiz, 1. c. S. 88; die Aenderung der Bedeutung des Symbols \^~-J gegen- 

** "^:» der tfuriri/aschen Arbeit ändert an dem Wortlaut dieses Satzes nichts; nach Herrn 
^^^9-^itz (I. c, S. 91) hat die für dt(s):>l durch die Reihe (45.) definirte Function 
^^*=Ä Pol * = 1 als einzige Singularität im Endlichen, und die Summe 

^^^^^ g>(/l) solchen Reihen könnte daher höchstens einen Pol « = 1 haben; aber wegen 
^*^ Convergenz der Reihe 2^ \^~J - für 3fl(«)>0 ist auch jene Stelle regulär. 

13* 
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RiemannBche ^-Fnnction. Die Identität (46.) lehrt also, dass für quadra- 
tische Körper t» (s) in der ganzen Ebene fortsetzbar ist und dass ($ — 1) ^^ ($) 
eine ganze transcendente Function ist. 

2. Für den Kreistheilungskörper der m-ten Einheitswurzeln, wo m 
eine Primzahlpotenz q"" ist, gestaltet sich der analoge Nachweis folgender- 
massen*): Es ist 

(47.) :,(.)=-^/7^^\ 

WO X alle q>(q'') Charaktere durchläuft, die der Gruppe der zu q*" theilerfremden 
Reste modulo q"" entsprechen, und wo n alle nicht durch q theilbaren ganzen 
Zahlen durchläuft. Da nun für 

n^n (mod. 9*) 

X(n) = x(n) 

r(n) 
ist, SO zerfällt die einem bestimmten Charakter entsprechende Reihe 2: ^^ 

in die Summe endlich vieler Reihen vom Typus (45.), ist also in der ganzen 

Ebene fortsetzbar; das Gleiche gilt also von dem Product /72^ — 7^ endlich 

X n n 

vieler solcher Summen; nur die dem Hauptcharakter entsprechende Reihe hat 

im Endlichen eine Singularität, nämlich den Pol « = 1, und ihr Quotient durch 

1— — ist gleich ^(«), so dass nach (47.) auch hier ($ — 1)^^(8) eine ganze 

transcendente Function ist. 

Auch fllr andere Körper höheren Grades, bei denen die ZerfäUung 
der natürlichen Primzahlen in Primideale näher untersucht ist, lässt sich die 
Theorie der ^^-Function weiter verfolgen. 

Dritter Abschnitt, 

üeber das Verhalten der Reihen y* -r-, — und y — — am Rande der Converirenzhalbebene. 

„ Nix' T ^P' 

Die über alle Primideale erstreckte Summe 2! -^^ convergirt für 

di(s)> 1, da sie ja Bestandtheil der alsdann absolut convergenten Reihe 2! jj-j 
ist. Für Sfl(Ä)<C 1 divergirt sie; dies lässt sich indirect so einsehen: Würde 



*) Ich schliesse mich der Bezeichnungsweise von Webers Algebra, Bd. 2, 2. Aufl., 

S. 784—786 an. 
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Zur Beantwortung der Frage, ob die für 9i(«) >> 1 durch (48.) dar- 
gestellte Function über die Grenzgerade 9i(«) = 1 hinaus fortsetzbar ist, 
wäre die für 91 («) > 1 gültige Integraldarstellung 

JVi)' r(s) J ^ X ax, 



ungeeignet, da man über die analytische Natur der Function He"'^^ auch 

p 

in dem Falle des natürlichen Rationalitätsbereiches nicht unterrichtet ist, 
wo sie, e"' = y gesetzt, im Inneren des Einheitskreises durch die Potenzreihe 

y' + y' + y' + '" = ^ y' 

p 

dargestellt wird, von der gleichfalls zweifelhaft ist, ob sie über den Con- 
vergenzkreis hinaus fortgesetzt werden kann. 

Es werde die Reihe (48.) zunächst für den Fall des natürlichen 

Rationalitätsbereiches ins Auge gefasst, also die Reihe 2! -. Dann ist für 

3fi(*)>l: 

log C(*) = log n-^- = - ^ log (l - i) 



(49.) 






= 2^— 4---Z- + - 2^ — 4- 

fp' + 2 fp''^ 3 f p3' + 



also 

(50.) f^ = log?(*)-(^fp4+|f^ + -> 

Hierin stellt 

für 9l(«) >ö eine absolut convergente DirichletBche Reihe dar, nämlich 2: — , 
wo a„ = 0, falls n eine Primzahl oder durch mindestens zwei verschiedene 
Primzahlen theilbar ist, und ö„ = - für n = j»? (p ^ 2). Die Reihe con- 

vergirt gleichmässig für 9l(«)>^+« («>0), und (51.) stellt in der Halb- 
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ebene 9l(0l> o ^^"® eindeutige analytische Function dar. Das erste Glied ^ 

der rechten Seite von (50.) ist in der ganzen Ebene fortsetzbar und hat 

rechts von 9l(*) = o ^^ Verzweigungsstellen den Pol * = 1 von C(*), sowie 

die eventuell vorhandenen Nullstellen der ^-Function, deren reelle Tbeile 

>> ^ sind, über deren Existenz oder Nichtexistenz ja leider immer noch 

nicht entschieden ist. Die wegen (50.) nunmehr bis 9fl(«) = ^ fortgesetzte, 

für Sl(*)> 1 durch 2: i definirte Function heisse P(*). Dann liefert (49.) 
weiter, zunächst für 9fl(«) > 1, 

(52.) />(.) = log?(,)-|p(20-(^f ^.+ if ^ + -..)- 

Hierin existirt log ^(s) in der ganzen Ebene und verhält sich Überall 
^^Sulär ausser in den isolirt liegenden Nullstellen von C(«) und der Stelle 

' =^ 1; P(2*) existirt nach dem Vorigen für 9l(*)> j ^ßd der Klammer- 

auBdruck stellt für 9fl(«)>öeine analytische Function dar; die Function 

^CO ist also jetzt durch (52.) bis gi(«) = ^ fortgesetzt und so weiter. 

*^^ eei schon bewiesen, dass P(«) bis gi(«) = - fortsetzbar ist, wo m eine 
Positive ganze Zahl ist. Dann stellen in 

P(*) = log^(0~^P(2.)-^P(3.) l^P(ms) 

f 1 j. 1 , 1 L^4. \ 

Vm + lTp^'"^*^ m + 2ptm+2)*"r"V 

"^^ m+1 Glieder der rechten Seite*) beziehlich für 



Cö3.) 



*) Der Klammerausdruck wird als ein Glied gerechnet; er stellt eine Dirichlelsche 



Tf^ihe 1 ^ dar. 



r 
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analytische Functionen mit isolirt liegenden Singularitäten dar; wegen 



3m 2m=m + l 
leistet (53.) also die Fortsetzung von P(«) bis gfl(«)=— — j. Die Function 

ist also bis zur Axe des Imaginären fortsetzbar; jede Verzweigungs- 
stelle von P(8) im Streifen <; a <; 1 ist aliquoter Theil einer Null- 
stelle von C(«) oder des Poles 1 von ^(«); diese Stellen können aber um- 
gekehrt (wie z. B. « = j) auch regulär sein. 

Mit Hülfe ^öfritf^scher Coefficienten ergiebt sich aus 

fUr 91(.)>1: 

WO n die Theiler von / durchläuft, d. h. wegen 

2fi(n) = (für/>l) 

/^«=i^log^(n*), 

ein Ausdruck, der sich formal ohne Hinweis auf seine Bedeutung für die 
Fortsetzbarkeit der Function P (s) über (7=1 hinaus schon bei Herrn 
Scheibner*) findet 

Für die zu einem beliebigen algebraischen Körper z mit dem Grade 
*^2 gehörige Function 5ß(«), die für gi(«)>l durch die Reihe 

definirt ist, ergiebt sich ebenso durch die Gleichung 

(54.) 5ß(.) = iog^,(,)-(l2;j^A_+l^^+...) 

die Fortsetzbarkeit bis in beliebige Nähe von 01 («) = 1 — ^ hin; denn für 



*) „Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer beliebigen Grenze^, Zeitschrift 
für Mathematik, Bd. 5, 1860, S. 236. 
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rübmtesten Arbeiten bewiesenen Satz*): Wenn für alle ganzzabligen 
»>2 der Quotient -^ in eine Potenzreihe 

Un-l 



i/n-1 n n fi* 

entwickelt werden kann, wo ai,a2...a^... beliebige reelle oder 
complexe Constanten sind und insbesondere Oi den reellen Theil 
— 1 and einen von verschiedenen imaginären Theil hat, so 
divergirt die anendliche Reihe 

«i + tiiH h «« + •••; 

aber die Summe ihrer ersten »Glieder 

• 

S(») = fii + W2 + ••• + «« 
Überschreitet, dem absoluten Werthe nach, eine gewisse endliche 
Grenze nicht. 

Mit anderen Worten, die Reihe oscillirt in einem endlichen Unbe- 
stimmtheitsgebiet. 

Für den vorliegenden Fall löst dieser Weierstrais^che Satz das ge- 
stellte Problem**); denn für 

1 
•'- = ;.^ 

ist, n^2 genommen, 

Un^l W V^ «; II ^ 2 11*^ ' 

also für « = 1 -f <i 

__ ^ 1 + ____ + .___ — _ + ...^ 

so dass genau die Voraussetzungen des WeierstrassBchQu Divergenzkriteriums 
erfüllt sind. 

Weieretrass***) hat auch gezeigt, dass die Reihe Wi + tf2H — Air 
9* (öl) < — 1 convergirt und für «i = — 1, sowie 91 (a^ > — 1 divergirt, ohne 
endlich zu bleiben; er hat damit wegen «i = — « über die Frage nach der 

Convergenz der Reihe 2! —, in allen Fällen Aufschluss gegeben. 

n=i n 

*) 1. c, es handelt sich um den zweiten Theil des von Weiertiraa mit VII, 2) 
bezeichneten Satzes. 

*•) 1. c. Satz VII, Anm. 1. 
*•*) 1. c. Satz VII, 2). 
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Da die Reihe (55.) stets divergirt, haben die von Herrn Vecchi*) 
unter der Annahme, dass in einem Punkte «„ der Grenzgeraden 2! —r con- 

«=1 w*» 

vergirt, angestellten Betrachtungen keinen Halt; es giebt gar keinen 
solchen Punkt. 

3. Herr Kinkelin**) hat genauer die Art der Divergenz der Reihe (55.) 
untersucht und gefunden, dass, 

gesetzt, S(a:) + Tr-^ sich fllr a? = oo einer Grenze nähert und zwar dem 

Werte l;{l + tty. 

Jim {S(:x) + jlri) = C(l + «) ('<;"). 

Herr Petersen***) spricht dies in geometrischer Einkleidung so aus: 
Trägt man die den Zahlen a? = 1, 2, 3, ... entsprechenden Werthe von S(x) 
in einer complexen Zahlenebene auf, so nähert sich diese Punktreihe nicht 
einem bestimmten asymptotischen Punkte (wie es der Fall wäre, wenn 
lim S(x) existirte), sondern oscillirt derart zwischen endlichen Grenzen, dass 

sich die Punkte asymptotisch einer Kreislinie nähern, deren Radius j-r ist und 
deren Mittelpunkt der Werth der ßfemaititscheu ^-Function an der Stelle l+ti ist. 

4. Wenn flir ein specielles /^O die Reihe (56.) convergirt, so ist 
fOr positive gegen abnehmende e 

J. ^1 

nach einem auf S. 76 citirten Satze. 



i!?;f^-' = f p'^«' 



♦) „Sulla funzione ^(*) dl Riemann'' Heft 1, Paris (Hermann), 1899, §4, 
S. 14 — 17. Für die späteren Theile der Vecchischen Arbeit ist das angegebene Versehen 
ohne Belang; Herr Vecchi wollte in jenem §4 nur einen für allgemeine DirichlelachQ 
Reihen gültigen Satz (vergl. S. 76, Anm. 1) an der Reihe (55.) illustriren; hier ist 
aber dessen Voraussetzung unerfüllbar. 

**) 1. c, S. 4 und 8; der Leser, welchem Herrn Kinkelms Arbeit nicht zugänglich 
ist, sei auf Stoh, „Vorlesungen über allgemeine Arithmetik^^ Bd. 2, Leipzig, 1886, 
8. 226 — 230, verwiesen und darauf aufmerksam gemacht, dass Herr Kinkelin ausdrück- 
lich die Uebereinstimmung seiner Function K ( — *) mit der Ätcmawwschen Function C(') 
constatirt. 

*•*) Skandinavisk Naturforskermode i Kjobenhavn, 1892, S. 354; Vorlesungen 
über Functionstheorie, Kopenhagen, 1898, S. 128—129 und 243. 

14* 
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Nun ist aber, wenn man die für fR (s) > ^ convergente DtWcAtefeche 



Reihe 



1 vi . 1^1. . 

2 Tp^^^+Sf p3.+ 



8 = 1 -f- « + /i gesetzt, zu -2' ^^-^ addirt 

= log 77 - ^ - = log ^(1+6 + «). 
p 1 ^L_. 

Da für 6 = jedenfalls der Klammerausdruck der linken Seite und nach 
dem Obigen auch das erste Glied der linken Seite sich einer endlichen 
Grenze nähert, so würde lim log^(l + 6+/f) existiren. 1+ti könnte also 

keine Nullstelle der ^-Function sein, weil sonst bei Anliäherung an diese 
Stelle log^(«) nicht endlich bleiben könnte. 

Aus der Annahme der Convergenz der Reihe (56.) für ein specielles I 
ergiebt sich also, dass ^(1 + /i) nicht verschwindet*), ferner dass 

n.J. 

P 1 _ 

convergirt**) und gleich £ (1 + ti) ist. 

5. Merkwürdigerweise gilt hier, wie Herr Mertens***) bewiesen hat, 

*) Dies Nichtverschwinden ist seit einigen Jahren für jedes reelle l bekannt. 
**) Dies folgt z. B. aus einem Pringsheimschen Satze, der in specialisirter Form 

lautet: „Wenn 2^Un convergirt, 2! wJ unbedingt convergirt und alle m« von — 1 ver- 

»1=1 71 = 1 

schieden sind, so convergirt /7(l + i/„)" („üeber die Werthveränderungen bedingt con- 

n=rl 

vergenter Reihen und Producte", Mathematische Annalen, Bd. 22, 1883, S. 482); zum 
Beweise ist im vorliegenden Fall nur zu 2^ -r—. die convergente Reihe 2 (ö "ici+iö 

+ Q "3(i+(ö + • • 7 gliedweise zu addiren. 

***) „Ueber die Convergenz einer aus Primzahlpotenzen gebildeten unendlichen 
Reihe^, Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
mathematisch-physikalische Klasse, 1887, S. 265 — 269. Durch mehrere Formeln dieser 
Arbeit (S. 267^ Z. 6 ff.) zieht sich ein Versehen, das aber die Richtigkeit des üfer/eifischen 
Beweises nicht beeinträchtigt, da das fehlende Glied für n = oc endlich bleibt. 
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auch das Umgekehrte: Wenn ^(l + /i) für ein /^O von Null ver- 
schieden ist, so ist die Reihe 

convergent. Da nun durch die Herren Hadamard und de Ja VaUee-Poussin 
heutzutage bekannt ist, dass ^(l + /i) niemals ist, so folgt in Verbindung 
mit jenem Mertens&chen Satz, dass für alle / ^ die Reihe (56.) convergirt. 

Herr Hadamard*) ist daher allzu vorsichtig, indem er bei dem Schlüsse 
stehen bleibt, dass, e positiv genommen, 

^ y 1_ __ y cos log p) 
sich für 6 = einer Grenze nähert; er hätte sogar die Convergenz der Reihe 

C08(/l0gp) ^^jg^^ ^^^^^ 



r p 



Die TZtmannsche**), auf die beiden Seiten der Gleichung 

bezügliche Bemerkung: Beide convergiren nur, so lange der reelle 
Theil von s grösser als 1 ist, ist also, wörtlich genommen, nur für die 
rechte Seite zutreffend; natürlich ist die Thatsache der Convergenz des 
Productes auf der Grenzgeraden (excl. « = 1) für die bei Riemann behandelte 
Frage nach der Fortsetzbarkeit der ^-Function ohne Belang. 

Ich will nun die analogen Fragen für die ^,-Function in Angriff 
nehmen, d. h. die Reihen 

und 



("•) fw^.=.-li»S ('|o) 



auf ihre Convergenz hin nntersnehen. 



») 1. c. S. 211. 
'♦) 1. c. S. 672; Werke, S. 145. 
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In diesen Reihen sollen die Ideale (bezw. Primideale) nach wachsen- 
der Norm geordnet sein; die Reihenfolge der verschiedenen Ideale mit 
gleicher Norm ist, da ja nur die Normen selbst vorkommen, unerheblich. 

Für / = divergiren offenbar beide Reihen, wie schon oben*) be- 
merkt wurde. 

Ueber die Reihe (57.) gilt für / ^ der 

Satz: Die Reihe (57.) dieergirl, und zwar oedUirt sie derart zwischen 
endlichen Grenzen^ dass 

(59.) i-S+7--^ 

rieh einer Grenze nähert; diese Grente ist t^ (1 + tt). 

1 

k 

'F(n) 



Beweis: Es ist für 9l(»)> 1 - i a fortiori also fUr 9i(«) = 1 






Würde also (57.) convergiren, so würde auch 2! -^^ , also 2! -thI ^^^' 
vergiren. (57.) divergirt daher, und da nach Herrn Kinkelin**) 

* 1 1 

sich für a? = oo der Grenze ^ (1 + ti) nähert, nähert sich 
für a: = oö der Grenze 

i^^5S^+«?(i+/o=^«(i + <o-«^a+'o+«^(i + 

wie oben behauptet wurde. Die Punktreihe 

nähert sich also asymptotisch einer Kreislinie, deren Mittelpunkt der Werth 

der ^,-Function für 1 + ti ist und deren Radius die Länge -~ hat 

Für das nachfolgende Studium der Reihe (58.) ist es wünschenswerth, 
über die Geschwindigkeit der Annäherung von 



*) S. 101. 
♦♦) Vergl. S. 107. 
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ao den Greozwerth C« (1 + '0 genaueren Aufschlnss zu erhalten. Herr 
Piltis*) hat gezeigt, dass 



(60.) i-^+^--£(l + , = 0(1) 

ist; Herr Mertens**) hat femer, was im Folgenden gleichfalls Anwendung 
findet, bewiesen, dass 

ist Beide Httlfsätze***) (60.) ond (61.) lassen sich übrigens ans der bekannten, 
fllr 91 («) > gültigen Darstellung der S-Functionf) 

(»-i)SC)=i^ + (.-i)ii-.(.-i)i/'(^^ 

I) 

80 herleiten: Für s = l + ti wird 

(1 

-«?(i + <.-)+i. + «i„i^!=l«(i + '0l|i/(4^| 

ü 

(60.) i-^+-^-^(l + /0 = o(i). 

Ebenso folgt aus der för S(i(#)>0 gttltigen Gleichung +t) 
J-* / N _ _ 1 _1_ __ 1 log_» _ * log_» _ ^ r^ udu 

u 

y /'^ « log (« + «)<<«« 



*) 1. c. (vergl. Anm. 1 auf S. 73), S. 9—11. 
**) 1. c, S. 266-267. 

***) t ist hier im Gegensatz zu den Betrachtungen auf S. 87 ff. constant, und die 
Abgchätzang bezieht sich auf die unendlich wachsende Yariabele «. 

f) Vergl. S. 93. 
+t) Vergl. S. 93. 
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für «= H-/» 

II II 



Da sich somit 



rci+'0-,ii+i^'+i'^, 



fÜra? = oo der Grenze nähert und -^ endlich bleibt, ferner ^'(l + ft) eine 
von X unabhängige Constante ist, so ergiebt sich 

(61.) lässt sich auch aus (60.) durch partielle Summation so herleiten: 

= i ((log „ - log (« + 1)) i i, + log (x + 1) i ^^ 

»1=1 r/i— 1 "• m=l '»• 

=.i(4+»ö))(-„'..+?('+'o+''e)) 

+ (logx+0(i))(-,.L, + S(l+H)+0(i)) 
= O(l)-S(l+(i)(loga.+ O(l)) + O(l)-}°^^ + logx.S(l + (0 + ''('-^) 

Nach diesen Vorbereitungen gehe ich zunächst zur Untersuchung der 
einem beliebigen algebraischen Zahlkörper entstammenden Reihe (57.) über. 
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benutzen; ausserdem muss aber ein Studium der Vertheilung der Primideale 
vorangehen, das zu Relationen vom Typus der beiden Sätze (63.) und 
(64.) fuhrt. Die anzustellenden Hülfsbetrachtungen sind auch an sieh von 
Interesse und werden im folgenden Abschnitt unabhängig von der Theorie 
der ^,-Function weiter verfolgt werden. 

Es sind asymptotische Folgerungen aus der Identität zu ziehen, 
welcher für den natürlichen Rationalitätsbereich die Identität 

entspricht, wo [x] die grösste ganze Zahl ^x ist; diese kann auch 
log[x]!=^|^logp([^]+[^^] + ...) 

geschrieben werden; jene Verallgemeinerung ist schon von Herrn Poincare*) 
angegeben worden: 

Wenn [x] in Analogie zum natürlichen Rationalitätsbereich 
die Anzahl der Ideale bezeichnet, deren Norm ^x ist**), und T(jx) 
die Summe der Logarithmen ihrer Normen: 











w = 


^ 1, 










T(x)=^ 2: logA'n, 


so 


ist 












(65.) 


nx). 


= i: 

JV't? 5;^ . 


logJVpC 

r 


a; 1 r « 
ÄpJ + LAp». 




In 


der That 


giebt 


es, weil 
iV(pm) = 


= iVp . /Vm 



-Ap' 



*) „Extension aux nombres premiers complexes des theoremes de M, Tchebicheff^^ 
Journal de mathematiques pures et appliquees, Ser. 4, Bd. 8, 1892, S. 49. Die im Texte 
angewendete Bezeichnungsweise ist von der Poincarischen verschieden. A. a. 0. wird 
z. B. T(x) für ein beliebiges Ideal x definirt und = ^ log Nn gesetzt. Wenn a? 

A'n ^ Sx 

eine positive Zahl ist, so ist entsprechend bei Herrn Foincar6 T(x) = 2 logiVn; 

dies stimmt allerdings mit der TschebyschefscYi^n Definition für den natürlichen 
Rationalitätsbereich auch überein, da dort a^ = x ist, empfiehlt sich aber nicht für 
fc>l, weil alsdann constante Factoren auftreten, welche die Analogie aller Zahlkörper 
in Bezug auf die Dichtigkeit der Primideale verdecken. 

**) Die positive Zahl x braucht nicht ganz zu sein. 
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ist, [^1 Ideale, die durch p tbeilbar sind und eine Norm <x haben, 

ebenso [j^J? die noch mindestens ein zweites Mal durch p tbeilbar, also 

durch p' tbeilbar sind und eine Norm < x haben, und so fort, so dass bei 
der Zerlegung des Productes aller Ideale, deren Norm < x ist, in Prim- 
ideale das Primideal p genau den Exponenten [ J^J+ [?>^»]+'* erhält, was 



77n 


= 


77 




-1 + [-- 1 


-f ... 


77 


Nn 


.Vi? 


77 


NpU.I ' 


f— 1 



also durch Logarithmirung die Poincare^che Identität (65.) ergiebt. Die 
Smnme besteht aus einer endlichen Anzahl von Gliedern, da für Np"" > x 

[7vi^]=0i8t. 

Ich beweise nanmehr folgende zwei Sätze, die für ft = 1 beziehlich 
in (63.) und (64.) tibergehen: 
Es ist 

(66.) ^ •<»5-^-=O(a:-0 

(67.) ^> l»-|f = logx+0(l). 

Beweis: Es ist [x] nichts anderes als die früher*) mit H(x) be- 
zeiolinete Function 

iF(n) = aa? + y/*), 
WO 

y. = o(V~f). 

Dai-Äns folgt 

T(x) = £ log ATn = i F(») log « = i log n ([«] - [« - l])***) 

Xn<x »=1 »=1 

•) S. 80. 

X 

**) Wenn x keine ganze Zahl ist, so bedeutet ^\ dass n alle ganzen Zahlen 

^ . n=l 

•^^ ^*^ 3Q durchlaufen hat. 

*^) In diesem Abschnitte und in den zwei nächsten bezeichnet in den auf Ideale 
"^^^glichen Relationen [x] durchweg die oben definirte idealtheoretische Function. 

15* 



i 
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= 1 log n (o « + y, - « (« - l)-y,-i) = « 1 log « + i: log«(y. - y,_,) 

«=1 n-\ n=l 

= a(!rlog«-a; + 0(logiE))+ £ ;'„ (log « - log (n + 1)) + y, log (jc + 1) 

n=l 

= a(x\ogx—x) + 0(logx) + 2: n'^ log (l + -^ + 0(x^''^ log xj 
= a x\ogx — ax + {\ogx)+0 2! n * - + 0\^x * loga:j 
= a a: log a: — aa: + (log a?) + 2 -■- +0{x *loga;). 

n=l L ^ ^ 

Hierin ist i; -^ für Ar > 1 gleich (x~), für A = 1 gleich (log x), also 

n=l - 

jedenfalls von der Form \x" log x)\ es ergiebt sich also 

(68.) r(^) = «J?loga:— aa: + 0(a5^~ T log rr). 

Berücksichtigt man ausserdem, dass wegen \x\ = (x) 

ist, 80 ergiebt sich aas (65.) und (68.): 
ax\ogx — ax +0(a;*~ * loga;) 

Von den beiden Behauptungen (66.) und (67.) ist also die zweite aaf 
die erste zurückgeführt; denn die Combination der letzten Gleichung mit (66.) 
ergiebt 



I 
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axlogx + 0(a:) = ax 2: %'^-^ o(x^-r. xt) = ax 2: ]^^^ + 0{x), 

W ^^_M=1ogx + 0(I). 

Die Gleichnng (66.) leite ich im Folgenden zunächst auf einem Wege 
her, der nicht der einfachste ist, aber zugleich eine Anzahl anderer merk- 
würdiger Relationen beweist. 

Es bezeichne ^(n) eine folgendermassen definirte*) idealtheoretische 
Function: es sei fUr das Einheitsideal o 

.a(o)=l; 
wenn n durch das Quadrat eines von o verschiedenen Ideales theilbar ist, sei 

.^(n) = 0; 
anderenfalls sei, falls n aus q verschiedenen Primidealen zusammengesetzt ist, 

.«(n) = (-!>. 
Analog wie bei der von Möbiut**) für P(l) nnd von Herrn Mertens***) für 
P (i) eingeführten Function hat man für die über alle Theiler n von m er- 
streckte Somme 

2: .u (n) = 1 für m = o, 

2: ,u (n) = fUr m + o. 



(69). 



In der That entspricht ja, wenn m durch ein Primideal p theilbar ist, 
tn = pm,, jedem quadratfreien durch p theilbaren Theiler pti von m ein 
quadratfreier, nicht durch p theilbarer Theiler l^ von titi, also von m und 
umgekehrt; die durch p theilbaren quadratfreien Theiler von m lassen sich 
daher den durch p nicht theilbaren quadratfreien Theilem ein -eindeutig zu- 
ordnen, und in jedem solchen Paar heben sich wegen 

.a(pf,) = -;"(!,) 
die zwei entsprechenden Zeichen u(n) auf. 



*) Vergl. Gegenbauer^ „Ueber complexe Primzahlen", Sitzungsberichte der Kaiser- 
lichen Akademie der Wissenschaften zu Wien, Abth. 2*, Bd. 1889, S. 1037. In dieser 
Arbeit (S. 1036 — 1091) wird eine grosse Anzahl von Identitäten über beliebige Gattungen 
complexer Zahlen entwickelt. 

•*) „Ueber eine besondere Art von ümkebrung der Reihen^, Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 9, 1832, S. 111; Werke, Bd. 4, 1887, S. 598. 

***) »üeber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie*, Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 77, 1874, S. 320. 
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Aus (69.) ergiebt sich^ indem man m alle Ideale durchlaufen lässt, 
deren Norm ^ x ist, und summirt, 

1 = :s 2:iti(n\ 

n durchläuft alle Theiler von m; einem bestimmten n entsprechen also die- 
jenigen m = nf, für welche 

iVm = iVn 'Nt^x, 
d. h. 

— An 
ist; die Anzahl dieser f ist [t^J, und es ergiebt sich 

(70.) 4r«f«'s]='- 

Dies ist eine Verallgemeinerung der auf rationale Zahlen bezüglichen 
MeiB8el*)~Lip8chitzÄc]ien**) Identität : 

(71.) i;^('')K]=i- 

Unter der Benutzung einer von Herrn Gram***) auf (71.) angewendeten 
Schlussweise erhalte ich aus (70.) 





'=..!. •"(«)(« «+«(;„)■•). 


(72.) 




ist 




^ 1 




*»^* JVn'"F 




_ f r„-i /^ 1 1 N 1 W 




Vn'-f (n-f-l)'-»/ (as + iy-i- 



*) „Observationes quaedam in theoria numerorum'', Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 48, 1854, S. 303. 

**) „Sur des series relatives a la theorie des nombres^, Comptes rendus hebdoma- 
daires des seances de I'academie des sciences, Paris, Bd. 89, 1879, S. 949. 

***) „Undersögelser angaaende Maengden af Primtal under eu given Graense," Det 
Kongelige Danske Videnskabernes Selskabs Skrifter, naturvidenskabelig og mathematisk 
Afdeling, Ser. 6, Bd. 2, 1884, S. 197-198 und 291. 
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also wegen 

1-1 

^ — ^-T =0 i « . J-^ + (J) = 2: -^ + o(J) 

(73.) =0(a:*-); 

(73.) ergiebt, in (72.) eingesetzt, 

(74.) ^ 1^=^(1)- 

Die unendliche Reihe 

* /i(n) 
^S^l iVlt ' 

die formal aus der für 9fi(«) > 1 convergirenden Reihe 

für 9=1 entsteht, coneergirt also entweder, oder sie osdllirt zwischen endlichen 
Unbestimmtheitsgrenzen. 

Die Reihe (75.) stimmt wegen 

für gi(#)>l mit der Function.^ Uberein. Falls also (75.) für «=1 
thatsächlich convergirt, so ist die Summe 

y ^-^^> = lim 2! ^<^"^ = lim ^ = 

Setzt man 

a{x)= 2 logivp 

und 

xp {x) ^&{x) + » {ü) + & (V^) + •••*) 



*) Die Summe ist eine endliche, da für y<;;2 i9'(y) = ist. 
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= Z \ogNp+ Z logiVp+.-.= 2; £ logiVp, 

SO ist, wie schon Herr Poincare*) als Verallgemeinerung der entsprechenden 
Tschebyscheßchen Identität angegeben hat, 

(76.) ^(^)=,i^ ^(m)' 

Denn 

^ ^^(1^)= 2: 1' 2: logiVp= 2: c,\ogNp, 

WO Cp die Anzahl der Paare m, n ist, für welche 

ist, d. h. 

was gerade den Ansdruck (65.) von T{x) ergiebt 

Mit Hülfe der verallgemeinerten il!fd6tti»schen Coefficienten erhält 
man ans (76.) 

-Am 

^i.'*W(w)= £ ''«V'(;f(S^)=„|_v(|i)fA'(m), 
WO m die Theiler von t durchläuft; nach (69.) ist also 

(77.) »'W=„f/W(jf„)- 

Hierin setze ich den in (68.) gefundenen asymptotischen Werth 
von T{x) mit der für den vorliegenden Zweck ausreichenden Abschätzung 

ax log x—ax + 0\x '^*y ein: 

V^(x) = ^^£^ f. (n) (« ^ log ^^ - « f„ + (f„y-^), 

(78.) y.{x) = ax ^^miog^-ax ^ '-ii5) +^«-^o ^ ^ • 



•) 1. c, S. 51. 
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Nach (74.) ist das zweite Glied der rechten Seite {x). Der Nach- 

vreis, dass auch das erste (x) ist, gelingt mit Hülfe eines von Herrn 

p. ßfangoldt^) fiir den natürlichen Rationalitätsbereich angewandten Eunst- 

griffs in Verbindung mit einigen oben entwickelten Sätzen. Es ist, wenn 

n alle Theiler von m durchläuft, 

Im vorigen Abschnitt habe ich bewiesen, dass 

ist; wesentlich ist die Existenz der Constanten a, /3, nicht ihr Werth, der 
ati8 der Rechnung nachträglich wieder herausfallen wird. Es ist also 

.v.^. JVn « JVn-^ '^.^, iVn ^ L ^„^, ^^»_| 

Rechts ist das zweite Glied nach (74.), das dritte nach (73.) gleich 0(1), 
die linke Seite ist sogar constant; also ergiebt sich 

Was das letzte Glied in (78.) betrifft, so ist 
°= iVn '* n " 



^ J ["]-[»-!] 



'-« 



\« " («+1) «/ (as+l) " 



*) ,yBewei8 der Gleichung 2> \ = 0**, Sitzungsberichte der Königlich Preussi- 

sehen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1897, S. 838. 

Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 2. 16 
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«./ 1 ■^ ;r7 



(79.), (74.) und (80.) ergeben, in (78.) eingesetzt, 

if>(x) = axO(l) + axO{l) + x~'*o{x^), 

(81.) y,(x) = 0(x) 

und damit wegen & (x) < v< (x) 

(82.) i^(a;) = 0(ar). 

Die Gleichungen (81.) und (82.) lassen sich übrigens, kürzer unter 
Benutzung des entsprechenden TschebyschefBchQn auf den natürlichen Ratio- 
nalitätsbereich P bezüglichen Resultates 

&pix) = ^ log p = (x) 

herleiten. Zu jedem Primideal p gehört eine rationale Primzahl p, für 
welche 

ist, und zu jeder Primzahl p gehören höchstens & Primideale p, deren Normen 
Potenzen von p sind. Also ist jedenfalls a fortiori 

&{x) = ^ logiVp^Ä ^ \og(p') 

= Ar ^ & logp = k' 2: logjB = &' ^p(a;)*) 

(82.) =0(aj), 

und weil in 

V(a;) = ^(aj) + d(|/^)+d(Vi) + -, 



*) Übrigens folgt aus op = ^? ...pl' genauer, dass 

log JVp, H 1- log Npy = log N (p, ••• p,.) ^ log iV(op) = ft log p 

ist, also ^ (a?) ^ fc dp(x). 
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m m 

die Anzahl der Glieder 9 Ofx)^ wo Va;^2 ist, die Grössenordnnng log« 
liat, 

ip(x) = 9 (x) + (log x) 9{^xy) = (x) + 0(fx log x) 
CSl.) ^Oix). 

Aas 

a(x) = ^ logiVp = i (?(«) logn = 0(x\ 

WO Gr (n) die Anzahl der Darstellungen von n als Norm eines Primideales 
ist, folgt 

logJVp _ ' G(n) log n _ « ^(n)-<»C«-l) 

= 0i-^-+0(a:*)=0(a:7*), 

so dass der Nachweis der Relationen (66.) und (67.) vollendet ist. 

Jetzt bin ich in der Lage, den Beweis des schon auf S. 113 an* 
gekündigten Satzes zu führen: 

Die unendliche Reihe 

(58.) ^Np^^' 

convergirt für jedes t ^ 0. 

Beim Beweise schliesse ich mich möglichst an das Mertens^che Vor- 
bild des natürlichen Rationalitätsbereiches an. 

Es werde 

yn<x •''''' 



*) Uebrigeos ist genauer 
tp(x)-» (x) = » (V^)+ (log x) » (J'x) = (\'x) f (l^x log x) = (\^x). 
••) Dies ergiebt sich auch aus ^ i^-i^ < fc ^ i'li^ == o £ -^. 

16* 
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gesetzt; dann ist nach dem Satze auf S. 110 

(83.) @((r) = 0(l) 

ond nach (62.) genauer 

(84) @ (x) = ^, (1 + ti) - ^«- + 0(x ^). 

Wenn ferner 

gesetzt wird, so ist 



«=l W*-^'' n=l W* 

Die rechte Seite bleibt für a? = oo endlich (und nähert sich sogar einer 
Grenze), da die unendliche Reihe 

n=l '• 

für 9fl(«)>l — y, a fortiori also für 3fl(«) = 1 convergirt: 

n=l '• 

also unter Benutzung der ^er/e««schen Gleichung (61.) 

(85.) 2;(a:)=_?^+0 (!).•) 

Nun ist aber, wie man leicht sieht, 

denn aus 

n = np" 
folgt 

iVn = HNp", 



*) (85.) lässt sich auch aus (84.) ebenso herleiten wie auf S. 112 (61.) aus (60.). 



E. Landau, über die »u einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zetafunction. 125 

log An =i:a\ogNp = i:\ogNp + 2:iogNp + "- ; 

wenn man also die Summe X(x) nach den logiVp ordnet, so entsprechen 
jedem p alle Multipla n von p, dann alle Multipla n von p^ noch ein zweites 
Mal, u. s. f. (86.) lässt sich folgendermassen schreiben: 

Die zweite Summe ist wegen (83.) 

= o^^_ log ivp(^ + ji,+ ... .d i„f.)= o_,i j^.j5 = 0(1). 

Also ist, wenn man die rechten Seiten der Gleichungen (85.) und (87.) 
gleichsetzt, 

also wegen (84.)*) 
Hierin ist 

i = ö(i). 

und, wie oben bewiesen wurde, 



«p-T«| 



sowie 



(66.) 1 



^^ = 0(a.-^), 



*) (84.) gilt auch für gebrochene ar, da bei Vermehrung von x um einen echten 
Bruch die Aenderung von —yr nur die Grössenordnung (— J hat. 
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also auch 

daraus folgt 

(88.) 5.(i+,o^_.|_^ = 0(l). 

Nnnmehr mache ich von dem Satze 

Gebrauch, ohne welchen die so mühsam hergeleitete Relation (88.) für 
unendlich viele Werthe von / eine Trivialität sein könnte. Durch Division 
mit der Zahl ^j,(l+/t) ergiebt sich, dass 

logJVp _ - G(n)logn _ ^... 
i.4, JVp^-^'*' ""^1 n'^'* " ^ ^ 

ist, d. h. dem absoluten Betrage nach für alle x kleiner bleibt als eine 
endliche Zahl. Bekanntlich*) kann man durch partielle Sumroation beweisen: 
Wenn tii, ti^, ...,tf^, ... reelle oder complexe Constanten sind und 

iwn = 0(l) 

ist, wenn ferner «„>2, ••., *n? ••• ^'^^^ Reihe positiver, monoton zu 
abnehmender Zahlen ist, so convergirt die unendliche Reihe 







OD 


,«,. 


Jene Voraussetzungen 


sind für 








_ GW log n 


1 
' ^"~logn 


erfüllt; also 


convergirt 


die unendliche Reihe 


(58.) 




^ 1 = 


|, G(«) 



("^») 



0$:o). 



*) Diesen Satz sprach wohl zuerst Catalan, „Tratte elementaire des serics*, 
Paris, 1860, S. 32 aus; vergl. auch Dedekitid, 1. c, 8.376-377. Aus ihm folgt z.B. 



unter Anwendung des Satzes (74.) die Convergenz der Reihe ^ 



iVn=2iVnlogA^n * 



[ 
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Nach einem früher citirten Satze*) convergirt also auch das un- 
endliche Prodnct 



n i — = e 

" 1- ^ 






iVp' + "-^2f JVp'o- 



and zwar ist wegen 
— = lim ^ 



= ^^^^ (log ?.(1 + e + '0 - 2 f JVpnTTTTTö " 3 f JV B»(.+«+r.) 



JVp* 



- log t» (1 + tt) - 2 ^ jVp<0+'<) 3 -f JVp^' + 'O 



der Werth des unendlichen Productes gleich ^,(l+ti): 

Das unendliche, nach wachsenden Nlp geordnete Product 

"-^ 

^^^^m^ergirt nicht nur, wie bekannt , für 9t(«)>l7 sondern auch /är9l(#) = 1 
C^:^cl. 8 = l), und es stellt auch auf dieser Geraden die ^x- Function dar. 

Ich komme jetzt wieder zu allgemeineren Untersuchungen über 
^^99^chlet%che Reihen, die ich aber nur so weit verfolge, als für die in 
^i^ser Arbeit zu machenden Anwendungen erforderlich ist; ich spreche 
*lfiKD hier nur von Reihen 

n=i n* 

Wenn eine Potenzreihe an einer Stelle des Convergenzkreises diver- 

ffi^^t, aber die durch sie im Innern dargestellte Function in der Umgebung 

J^T^^r Stelle fortsetzbar ist, so kann man unter Umständen aus den Gliedern 

Ä^^^r divergenten Reihe den Werth der Function an der betreffenden Stelle 

^^ rechnen. Der erste Satz dieser Kategorie, der sich übrigens nur auf 

^^^lle Variabele bezieht, rührt von Herrn Frobenius**) her und lautet: Sind 

öK.^ €ii, 03... reelle Grössen,' ist S„ = ao + ai + "+ö» und nähert sich 



♦) S. 108, Anm. 2. 

**) „Ueber die Let6/it/zsche Reihe^, Journal für die reine und angewandte Mathe- 
°^atik, Bd. 89, 1880, S. 262—264. 
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^0 + ^1 + "• + «Sb -1 

n 

bei wachsendem n einer bestimmten endlichen Grenze Af, so ist 
die Reihe 

für die Werthe von x zwischen —1 und+1 convergent, und die 
durch sie dargestellte Function nähert sich, wenn x beständig 
zunehmend gegen 1 convergirt, dem Werthe M als Grenze. 

Herr Holder"^) hat diesem Satz eine Reihe analog beweisbarer Sätze 
über Potenzreihen folgen lassen, auch einige Über DincA/efsche Reihen; 
letztere**) beziehen sich aber nur auf Fälle, in denen aus der Natur der 
Coefficienten auf die Existenz eines 

lim B i ^ 

geschlossen wird und nicht unmittelbar auf die im Folgenden zu behandelnde 
Frage, ob man unter gewissen Umständen aus den Gliedern der divergenten 

00 

Reihe ^a„ den etwa vorhandenen 









lim 1 ?-" 




berechnen kann. 










Es werde 












s. 


^ 


Oi + az + ai-] 


+ 0, 


gesetzt; wenn dann erstens 


für 


• jedes positive s 




(89.) 






Wm % = 




ist und wenn zweitens 






S,+S, + ..'-hS, 





X 



sich für X = oo der Grenze M nähert, so coneergirt die Reihe 2 -7 /Wr # > 0^ 



*) „Grenzwerthe von Reihen an der Convergenzgrenze^^, Mathematiäche Annalen^ 
Bd. 20, 1882, S. 535—549. Die FrofccutMÄSche Arbeit wird von Herrn fforc/, dem Be- 
gründer der modernen Theorie der summirbaren divergenten Reihen, in seinem Buche 
„Le^ons sur les series divergentes", Pariji 1901, S. 5 und 87 ausdrücklich als erstes Bei- 
spiel einer exacten Behandlung divergenter Reihen erwähnt. 

*•) Vergl. auch die auf S. 72, Anm. 2, citirte Pringsheim%d\^ Arbeit. 
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Function fttr 8 = ans der divergenten, daselbst nur formal vorhandenen 
Reihenentwickelung S a^ hergeleitet werden kann. 

«ral 

Beispiele: 1) Fttr die ßiemannsche ^-Function ist bekanntlich 

[l^—\l{8)=£ — -^Z—, = i:—-2 Z-TK-^ («w:>i) 

m^ -- lCr:i):-i._ J_4.i._i.4..... 

\y^') - j;-;ii -17-2. + F 1^+ ' 

die Summe (90.) convergirt für «>0 (also für 3ft(»)>0) and stellt dort 
die mit dem P'actor 1—2'"' maltiplicirte ^-Function dar. Für » = geht 
die Reihe (90.) in die divergente Reihe 

mit der „Summe" ^ über; folglich darf man auf Grund des vorhin bewiesenen 
Satzes mit voller Strenge schliessen: 



(91.) 5(0) = -^ 



2" 

Diese Gleichung (91.) ist nicht neu und steht z. B. schon in Herrn KinhelvM*) 
Abhandlung. Der Werth von ^ (0) tritt beispielsweise in der üiemannschen 
Functionalgleichung 

C(l-») 2 sn 



C(») 



= (2^ ««« ^ ^(') 



in Evidenz, wenn man « an heranrücken lässt und beachtet, dass die 

linke Seite wie — -yr/Tz.- -, die rechte wie - unendlich wird. 

2) Noch viel merkwürdigere Resultate liefert die Anwendung des 
obigen Satzes auf die von Herrn Kinkelin**) und später unabhängig von 
Herrn Hurwitz***) betrachteten Functionen 



(«^•) .1,©^. 



welche bei der Bestimmung der Klassenzahl der binären quadratischen Formen 
der Discriminante D auftreten. Ich verändere im Folgenden die ältere, 



•) 1. c, S. 13. 
•♦) 1. c, S. 19 ff. 
♦*•) 1. c, (vergl. Anm. 5 auf S. 68). 
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oder =i 12 (mod. 16); dann lautet das Kinkelin-'Hurwitz^Ghe Resultat in 
dieser Bezeichnungs weise, dass die für 9fi(«) > durch die Reihe (92.) 
dargestellte Function *(«) eine ganze transcendente Function ist, welche 
der Functionalgleichung genügt: 

(95.) ^(S) = ^^-@)' l^^COS y*(l-*) (i>=-^<Cn), 

(96.) *(«) = ^-^^(^-J V ß» sin *^ <f (1 -*) iD>^. 

Da nun die Reihe (92.) noch für 0<:;91(«)<1 convergirt und die Function 
*(«) darstellt, und da 1—« mit s gleichzeitig in jenem Streifen liegt, 
lassen sich die Gleichungen (95.) und (96.), wenn ^(«) durch (92.) und 
^(1 — «) durch die entsprechende Reihe ersetzt wird, für 0<;91(«)<;1 so 
schreiben: 

^ ^ ^x^n^ n* n ^ J ^ 2 n=i ^n^ n* ' 

Ich betrachte diese Gleichungen speciell für kleine positive 8 und 
lasse 8 gegen abnehmen. 

Für « = erhält, falls D < 0, die rechte Seite von (97.) den Werth 
^ -I (^) ^; dagegen erhält, falls Z)>0, die rechte Seite von (98.) für 
8 = den Werth 0, während die linken Seiten von (97.) und (98.) in die 
divergente Reihe 2 \—) übergehen. Auf diese divergente Reihe ist nun, wie 
gezeigt werden soll, der Satz auf S. 128 anwendbar. In der That ist für 

S.= i:a.= £ (^) = 0(1) 
und, da die S„ die Periode J haben (S„ = S^^i^i), 

br 



*) Dass das Glied S zweimal hingesetzt ist, ist unerheblich, da es = ist. 
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Für D >> liegt der Zusammenhang verborgener; es wurde vorhin 
bemerkt, dass beide Seiten von (98.) für « = den Grenzwerth haben. 
Wenn man jedoch zuvor beide Seiten von (98.) durch s dividirt und 
dann zur Grenze übergeht, oder, was dasselbe ist, an Stelle dessen erst 
nach 8 differentiirt*) und dann s gegen convergiren lässt, so ergiebt 
sich rechts 

It ^^ "2 ^ W li^~2~ £ Ctt) TT' 
links erhält man für « > durch Diflferentiiren die Reihe 

dieselbe geht für « = in die divergente Reihe — 2! \—) log n über. 

Es soll gezeigt werden, dass auf diese Reihe der Satz auf S. 128 
anwendbar ist; für 

«- = (?) log» 
ist 

S. = -£ a„ = 2 (-) log «1 = 2 {-) log •» + ^ (-) log !»•*), 

(100.) I:s, = 2: z (^) log « + i i (^) log m. 

Aus dieser Gleichung ist die Existenz von 

lim - J Sn 

«=« ^ n=l 

nachzuweisen und der Werth des limes zu berechnen. Die zweite Doppel- 
summe in (100.) ist, da das Glied (— )logfii für [-^J D ^m ^n auftritt, 



*) Gliedweise Differentiation ist ja im Convergenzbereiche einer Dirichlefschen 
Reihe erlaubt. 

•♦) vergl. S. 132, Anm. 1. 
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d, h. für alle n von m (incl.) bis [~]z)+Z) — 1 (incl.), also [^J D—tn + D 
Male auftritt, gleich 

i © ([?] D-n^+D) log m = i c„ log m. 
Nun hat die Function ^m = (—) ([^J D—m + D) die Periode D, da 

ist, und c^ ist daher höchstens y(^) verschiedener zwischen — (D — 1) und 
D — 1 gelegener Werthe föhig; wegen (94.) und (99.) ist nun 

2:0^^1: ©(-^ + ^) = - -^ ©^ + ^ -^ © = 0, 

was durch partielle Snmmation 

1 c„ log 1» = i (C„. -C„._,) log m = '2 C„ (logm-log (m+ 1)) + CJog« 

»•=1 wi=l m=l 



= 02; (log (m + 1) - log «») + (log x) = 0(log a?) 



ergiebt, so dass die zweite Doppelsumme in (100.) = O(logaj) ist. 

Was die erste Doppelsumme in (100.) betrifft, so ist nach Enler für 
ganzzahlig ins Unendliche wachsendes y 

r{a) = lim ■ J}^\ ^ , , 
"^ ^ s,=« a(a + l)--(a + y)' 

log r{a)= lim (log(y!) + alogy- £ log (a +>')), 

also nach der S/tr/tn^schen Formel 

log /'(ö) = lim (» log y ~ y + o- log y + log 1^ + a log y - i^ log (a+ v)), 
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Ilog{a + v) = y logy -y +(i+ o) log j^+ log 1^-log r{a) + 11}'), 

i log {l + vJ)= i (log J + log (~ + v)) 

= 9log9 + »aog^-l)+(4+j)log9 + log// + log)/2^-log2^(^)+|l|. 

Mnltiplicirt man für D'>0 diese Gleichung mit (y) und summirt über 
i = 1, 2, . . . Z), 80 ergiebt sich wegen (94.) und (99.) 

Also nähert sich für n = oo, wenn 

gesetzt wird, g^ einer Grenze g. Es nähert sich also a fortiori das arith- 
metische Mittel der x ersten Zahlen g„ (n = l,2,...a?) 

1 * 

•*' n=l 

dieser Grenze. 2! gn ist aber die erste Doppelsumrae der rechten Seite 



n=l 



von (100.); da, wie schon bewiesen, die zweite Doppelsumme nur = 0(loga?) 



1 * 
ist, so existirt lim - ü S^ und es ist 



auch ist für jedes » >• 

S, = 0(i0gar)= Ix*!. 

Die divergente Reihe 2! (— j log n ist also im Sinne des Satzes auf S. 128 
summirbar, und es ergiebt sich mit voller Strenge aus jenem Satze 



also 



i,(")^=wl(T)'»*'-a). 



•) d. h. der Rest nähert sich für y = oc der Grenze 0. 
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Poincare für den Gati^^schen quadratischen Körper P(t), d. h. den Körper 
der complexen Zahlen a-\-bi mit rationalen a, b. Herrn Poincare^»*) Resultat 
lautet: Wenn d eine beliebig kleine positive Grösse ist, so ist im 

xi)(x) 
Körper P(%) -^-^-^ für passende, oberhalb jeder Grenze wählbare 

Werthe von x kleiner als 1+rf, ebenso für passende, oberhalb 

jeder Grenze wählbare x grösser als 1 — rf; ^-^ kann also, wenn 

es sich für x = oc einem endlichen Werthe nähert, nur gegen 1 
convergiren. Dasselbe gilt (im Körper P(f)) von den Quotienten 

— — und 7r(a;): r^— , wo n(x) die Anzahl der Primideale bezeichnet, 

deren Norm ^ x ist. 

Durch Betrachtungen functionentheoretischer Natur lassen sich die 
Poincare^chen Sätze sehr leicht nachweisen; Herr Slaniewitsch**) hat darauf 
aufmerksam gemacht, dass sie sich leicht aus den ilfer/emschen Unter- 
suchungen über die auf alle bis x gelegenen Primzahlen einer arith- 
metischen Progression (hier 4m + 1) erstreckte Summe JS— ergeben; Herr 
Phragmin***) hat daraufhingewiesen, dass sie aus einem allgemeinen Satze t) 

(p(x)x~''~^ dx folgen; ein anderer 

a 

analytischer Beweis mit Hilfe DiricAfe/scher Reihen wird unten ft) gegeben 
werden. Das Wesentliche der Poincareschen Beweismethode liegt jedoch in 
ihrer Analogie zur Tschebyscheßchen Behandlung der Primzahlentheorie; sie 
ist so rein arithmetisch, als es der Nachweis eines auf einen Grenzwerth 
bezüglichen Satzes sein kann. Aber im Einzelnen ist sie uunöthig 
complicirt; es lässt sich der von Herrn Poincari gegebene Beweis ttt) seiner 



*) Mit der auf S. 114, Anm. 1 angedeuteten Aenderung der Bezeichnungsweise. 
**) „Sur un th^oreme arithnaetique de M. Poincar^^^ Comptes rendus hebdoma- 
daires des seances de Tacademie des sciences, Paris, Bd. 114, 1892, 8. 109—112. 
***) „Sur la distribution des nombres premiers", ebenda, S. 337 — 340. 
t) „Sur le logarithme integral et la fonction f(x) de Riemann^, Öfversigt af 
Kongl. Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar, Stockholm, Bd. 48, 1891, S. 600. 
tt) S. 144-148. 
ttt) 1- c, S. 51—68. 
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Von den in den vorigen Abschnitten ttber Ideale entwickelten asym- 
ptotischen Formeln brauche ich hier nur (68.) und (20.), beide auch nur in 
der ersten Annäherung 

(102.) T(^x)= 2: logiVne->aa?loga;*;, 

(103.) R(x)= z ^^a\ogx', 

ich erinnere ferner an den bei deren Beweise verwendeten Dedekind&cheu 

Satz") 

(104.) [«]= ^ l«-»asF 

und an die Potucar^sche Identität***) 

(76.) ''W=„i.^(i^> 

Ich behaupte zunächst: 
Wenn lim ^^-^ und lim — ^ existiren. so sind diese Grenzwerthe = 1 ; 

wenn die Grenzwerthe nicht exisliren, so oscilliren die Quotienten ^-^ und — ^ 

zwischen zwei endlichen Vnbestimmlheitsgrenzen^ von denen die kleinere ^ 1 
und die grössere ^ 1 istf). 



*) 9i (^) ^ Qi (*) bezeichnet die asymptotische Gleichheit der beiden Functionen 

g^ (x) und g^(x); es bedeutet also, dass der Quotient ^^-W sich für a? = oo der Grenze 1 

nähert. 

♦♦) Vergl. S. 80, 114 und 115. 
**♦) Vergl. S. 120. 
t) Dies ist für quadratische Körper bekannt, indem aus den Untersuchungen der 
Herren Hadamard (1. c, S. 219). und de la Vallie-Poutsin (1. c, S. 281—362) über die 
Primzahlen einer arithmetischen Progression sogar die Existenz jener Grenzwerthe (für 
quadratische Körper) sich folgern lässt; ferner hat Herr Torelli („Sulla totalita dei numeri 
primi Uno ad un limite assegnato^, Atti della R. Accademia delle scienze fisiohe e mato- 
matiche dl Napoli, Ser. 2% Bd. 11, 1901, § 99—112, S. 144—179) die Poincareschen Sätze 
auf den Körper der p-ten Einheitswurzeln ausgedehnt, wo p eine Primzahl bezeichnet; dies 
ist eben einer jener Fälle, in denen man die Zerlegungen der rationalen Primzahlen in 
Primideale beherrscht und Anschluss an die Theorie der arithmetischen Progression ge- 
winnen kann (vergl. oben, S. 98). Die Betrachtungen des Textes gelten für beliebige 
algebraische Zahlkörper. 



/ 
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Es genügt, die Behauptungen für y/(x) zu beweisen; denn es ist*) 

y>(x)-9(x) = 0(yi^) = \x\. 

Znna Nachweise der Behauptungen fttr ^(x) ist ein Widerspruch aus jeder 
der 1)eiden Annahmen herzuleiten: 

„Es giebt zwei positive Grössen d und tu, so dass für alle x^to 
(105.) tp(^x)>(l + d)x 

bez-w^. fttr alle x^oa 

C106.) if;(x)<:(l-d)x 

ist.« 

•1) Wäre für alle aj>to 
(105.) tf,(x)>(l+d)x, 

so wäre für iVn < — 

= (0 

also 

Nach (103.) ist aber 

ä(-J)= 2:^jjj «-»«(loga:-logö>)^«logar, 

ifn ^^ — 

ftlfto für alle « von einem gewissen a?« an 

Nu ^^ — 

= Ctf 

^r alle aj>aü, wäre also 

T(a:)>o(l + -|)*lo&^» 



•) Vorgl. 8. 123. 
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was mit 

(102.) T(x)f^ax\ogx 

im Widersprach steht« Die Annahme (105.) ist daher unzulässig. Jede 
Zahl > 1 wird also für passend gewählte beliehig grosse Werthe von x 

durch den Quotienten ^^ unterschritten. 

2) Wäre für Me x>a) 
(106.) V^(a:)<(l-rf)a:, 

so wäre für iVii < ^ 



(O 



v(f„)<(i-^)m 



also 

= 01 (ü = 
CO Ol 

= (l-rf)a:ß(a?)+v^(a))[a?]. 
Aus (103.), (104.) folgt, dass irü>a> so bestimmt werden kann^ dass für 
alle a? > a?ii 

ß (a?) <C « 1 _ . log a:, V^(cü) [a?] <C « -j ^ ^^S ^ 

ist; also wäre für alle x^oi^ 

T{x) < « (1 — ö-)a? log a: + a j- a? log a? = « (1 — ^) x log a?, 

was der asymptotischen Gleichung (102.) widerspricht. Die obere Un- 
bestimmtheitsgrenze von xp (x) ist also ^ 1 , womit alle Theile des Satzes 
auf S. 140 bewiesen sind. 

Aus demselben ergiebt sich die Folgerung: 

Der Quotient der Anzahl 7i(x) der Primideale, deren Norm < x ist, 

durch -. nähert sich entweder der Grenze 1 oder osdUirt zwischen zwei 

logx 

Unbestimmtheitsgrenzen u, U, für welche ^^^^U ist. 
In der That ist*) 



•) Vergl. S. 139. 
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^ '' ,=2 logn ,S ^ 'Mogn log(n + 1)/ 



log(ar+l) 



= 2 



.*(«)log(l+^) 



1 



^ »(.^) =ol— ^— + ^^— ^^^ 



«=2 logn log (n + 1) log(« + 1) ,M=2logn-logn^ logx log(a! + l) 

J log'» ^ log., ^^^^^0 

"* MOg *«/ log 05 ^ ^a: Xogx^J 

log « ^ '^ viog 'x/' 

!iMi?« f. _ ^Cö = C-^") 

a? a? ^ log X''' 

(107.) iim(!lM!^-_*^)) = 0. 

Die für den Quotienten — ^ bewiesenen Sätze gelten also auch für den 
Quotienten ^ - ^^ —] denn wäre für alle x^io 

80 würde für alle x von einem gewissen co, an wegen (107.) 

sein. 

Man erkennt femer aus (107.), dass, wenn einer der Grenzwerthe 
y^W ogx ^^^ _J^ existirt, d. h. = 1 ist, auch der andere existirt und = 1 ist 

X X ^ ' 

Der Nachweis der Existenz jener Grenzwerthe für beliebige algebraische 
Zahlkörper kann bei dem gegenwärtigen Stande der Idealtheorie noch nicht 
geführt werden.*) 

Ich habe Werth darauf gelegt, die Sätze dieses Abschnittes mit 
Hilfe von Betrachtungen zu beweisen, welche die von Herrn Poincari an- 
geregte Verallgemeinerung der Tschebyscheßchen Primzahlentheorie auf 
algebraische Zahlkörper ausfuhren; die am Schlüsse seiner Arbeit**) ausge- 



♦; Vergl. 8. 98 und Anm. 4 zu S. 140. 
^) 1. c, 8. 68. 



144 E. Landau, über die xii einem algebraiichen ZaklkOrper gekörige ZetafuncHon^ 

drückte VermutlinDg, dasa die Constante a ans dem Resultat heransföllt, 
hat ihre Bestätigung gefunden. Aus der Theorie der DirtcAfe/schen Reihen 

ergiebt sich folgendermaösen sehr einfach, ^dass die Grenzwerthe ^f!^^ — ^ 

und ^W og^ ^ fjg^ijg gj^ f^ij. ejnen bestimmten Körper x existiren, unabhängig 

von Grad und Natur des Körpers den Werth 1 haben und dass anderenfalls 
die Unbestimmtheitsgrenzen den Werth 1 einschliessen: Es ist fUr «>>1 

wo die Dirichlelsohe Reihe 

für »>2 convergirt; dnrch gliedweise Differentiation ergiebt sich 

wo f5'(») für »>2 convergirt, also für »= 1 endlich bleibt; da nnn » = 1 
ein Pol erster Ordnung der ^«-Function ist, ist 

lim (» — 1^ ^"'^'^ = — 1 
also*) 

(108.) lim(. - 1) i'iSi^) = lim (,- 1) J *W-^(«-l) „ ,_ 
Daraus folgt aber nach dem Dirichlel-Dedehind&chQn Satz**), dass, wenn 



X 



«/ V ^iog«e(B) 



existirt, dieser Limes gleich 1 ist; denn wenn sein Werth mit M bezeichnet 
wird, so würde eben der Limes (108.) jenem Satze zufolge auch gleich M 
sein, so dass üf = 1 sein mttsste. 



•) Vergl. S. 84. 
••) Vergl. S. 129, Anm. 1. 
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Dass — ^ für passend gewählte beliebig grosse x jede Zahl 1 + d 

unterschreitet und jede Zahl 1—rf überschreitet, folgt durch Anwendung des 
Hölder&c\ien Satzes*): Wenn a^ für « = 00 zwischen endlichen Un- 
bestimmtheitsgrenzen u,U oscillirt (u^U)^ so oscillirt bei An- 
näherung an « = 1 das Product 

zwischen zwei endlichen Unbestimmtheitsgrenzen «, F, für welche 

ist Würde für a, = -^ w> 1 oder U<Z 1 sein, so würde dies in Wider- 
spruch damit stehen, dass für den gegenwärtigen Fall wegen (108.) 

l=Um(.-l)l^(„)(i-^) = lim(,-l)i^(„)^ 

= lim (»-1)1-^, 

#=1 nt=l n 

also f? = r = 1 ist. 

Dieselben Resultate für tp(x) ergeben sich direct aus 

(109.) -f-jv^+flv^^ + flv^-v + -- "ZW' 
Die rechte Seite von (109.) nähert sich, mit s — l multiplicirt, flir « = 1 

OD £• 

dem Werthe 1, und die linke Seite ist nichts anderes als 2: -1, wo 
ic„= JS \ogN^+ JS \ogN^+ £ logiVp + ... = v^(x). 

*=1 tj^-^^x 2yb»<^a; SXi^<^x 

Also ist c„ = V'(«)-V^(ii— 1), 

lim(,-l)l'^'^f-"^^=l, 

was zu analogen Folgerungen führt wie (108.). 

Was drittens die Function n{x) anbetrifft, so entspricht ihr die 
Z^iWeA/efsche Reihe 



•) 1. c, S. 543. 
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(110.) =log,4i+{log.-^}. 



Ich gebrauche nun den auf eine Dirichletsche Reihe ^^ mit reellen Coeffi 
cienten bezüglichen Hülfssatz*): Wenn der Quotient 



an 



1 w 



o ^ i ^ 



logaj „^1 " ' Joga; 
zwischen den endlichen Unbestimmtheitsgrenzen u und U schwankt (u ^ Ü) und 

1 -. ' log -^, 
«=i n* ° #—1' 

treitit s von rechts an 1 heranrückt^ zwischen den ünbestimmtheitsgrenzen 
r und V schwankt, so ist 

Beweis: Nach Annahme eines dz>0 ist nach Voraussetzung von 
einem gewissen n = Hu ab der Quotient 

n 

Nun ist aber für « > 1 

Hierin ist die erste Summe = | log ^-—-j|, da sie für »=1 sogar endlich 
bleibt; die zweite ist 



*) Der Specialfall u:=U dieses Satzes, wo also f)=V = ü behauptet wird, steht 
schon bei Berger, 1. o. (vergl. S. 72, Anm. 1), S. 20—21. 
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Nun ist aber 

X OD 00 

2 

(111) =io&.4i+{iog.4-i}- 

Also ist 

l5<(i/+rf>iog,4j+{iog,4j| = (ü+rf)iog,^+{iog^-^}, 

d. h. es ist für alle hinreichend kleinen positiven s—1 

i5<(J7+rf)log,4j + dlog,4i=(t;+2rf)log^. 

Dies bedeutet 

V<U. 
Ebenso lässt sich zeigen: 

denn nach Annahme von d ist von n = Hj ab 

n ' 

also unter Anwendung von (111.) 

,ii n* ~ .fi " ^ n» (n + l^ '*' „#,. ^- Vf.« (« + 1>>' 

also für alle hinreichend kleinen positiven « — 1 

i5>(«-2rf)iog,4j, 

d.h. 

* = *• 

19* 



i 
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Dieser Httlfssatz ergiebt, auf 

«n = G(n) 
angewendet, zunächst: Wenn 

(112.) lim i (?(«):r^ = lim ZL(?)i?8£ 

existirt, so ist dieser Limes gleich 

013.) lim i ^\\og .4j =, ita j; ji; :log ^. 

Da nun nach (110.) der Limes (113.) existirt und 1 ist, so kann der Limes 
(112.), wenn er existirt, nur 1 sein; genauer: weil r = r= 1 ist, ist 

Ebenso folgt aus dem Satze auf S. 146 als Specialfall: wenn eine 
gewisse Klasse von ganzen Zahlen ^5^ so beschaffen ist, dass der Grenzwerth 

(114) ""?,|^=l^g.4T 

existirt und = a ist, so nähert sich der Quotient der Anzahl der bis x 

gelegenen Zahlen «^ durch j-— entweder der Grenze a, oder er oscillirt 

zwischen zwei Unbestimmtheitsgrenzen ti, l/, deren Intervall die Zahl a 
enthält: u^a^U. Die Voraussetzung ist z. B. nach Kronecker*) und Herrn 
Frobenius**) für die Klasse der rationalen Primzahlen, in denen genau y Prim- 
ideale ersten Grades eines gegebenen Körpers aufgehen, erfüllt Kronecker 
nannte den Grenzwerth (114.), falls er existirt, die Dichtigkeit der Primzahlen 
jener Art und wies seine Existenz in gewissen Fällen nach; Herr Frobenius 
führte den Nachweis für einen beliebigen Körper und bestimmte die 
Werthe jener Dichtigkeiten. Das Wort Dichtigkeit erhält seine Berechtigang 
eigentlich erst durch die oben gemachte Bemerkung über die Anzahl der 
unterhalb x gelegenen Zahlen der betreffenden Art. 

Zum Abschlüsse der Betrachtungen über die Vertheilung der Prim- 
ideale sollen noch aus dem im vorigen Abschnitt bewiesenen Satz 



*) „Ueber die Irreductibilität von Gleichungen^, Monatsberichte der Königlich 
Preussischen Akademie der Wissenschaften, Berlin, 1880, S. 155 — 162. 

**) „lieber Beziehungen zwischen den Primidealen eines algebraischen Körpers 
und den Substitutionen seiner Gruppe^, ebenda, 1896, S. 689 — 703. 
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(67.) ^ M^ = logx + 0(l) 

zweierlei Folgerungen gezogen werden. 

Zunächst soll über die Summe 2! -rr- ein Resultat hergeleitet 

werden, welches das Mertenssche*) über Z - als Specialfall umfasst; 

p<^ X P 

naeli (67.) ist 

* lojr« 6(n) . , rt/^^ 

^ „ ^^ = logx + Q(l), 
also wegen 

ii = logaf + 0(l), 

i '°g"^W-l ^ 0(1). 

•=2 « 

A\&o convergirt nach dem auf S. 126 citirten Convergenzkriterium 

J^ logiiG(w)— 1 
*=2 « log n 

Genauer ergiebt sich für den Rest dieser Reihe, wenn 

logw g(ll)— 1 _ 

n * 

gesetzt wird^ aus 

C,= ic. = 0(l) 

ip=i 

n.=^i logn ,B=«+i . logn »=,+1 "Mogn log(n + l)^ log(a! + l) 

"" ^ -=^+1 ^i^ " iog(«+iy "•" ^ ^i^/ 

alao 

J log» G(n)- l ^ • l£g!».G('Ozil + f— -") 



♦) 1. c. (vergl. S. 113, Anm. 2), S. 52. 
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d.h. 

Np^x ^P -=2 ^ "=2 »ilogn „=2 n log 11 ^log«/ 

y ulogu ' ^loga?'' 

(115.) =Iogloga>+D, + o(j3l^), 

WO D, eine Constante bezeichnet; der Werth der Constanten D, kann, nach- 
dem ihre Existenz feststeht, durch Betrachtungen gefunden werden, welche 
denen des ersten Abschnittes analog sind. Der Kürze wegen will ich den 

Ifer/eiMSchen Satz für 2/ - bei der Bestimmung von D^ anwenden. Es 

ergiebt sich, wenn man die Gleichung (115.) für zwei beliebige Körper 
Xi, X2 mit den Primidealen pi und p, ansetzt und subtrahirt, die Existenz 
des Grenzwerthes 

lim ( js; 1^ ~ ^ T^) = o.,-Ox.. 

Versteht man also unter x^ den gegebenen Körper x und unter X2 den 
Körper der rationalen Zahlen, so ist die unendliche Dirichlet&che Reihe 

lim( JS j^" ^ ^)= i 5' 

(a, gleich der Anzahl der Darstellungen von n als iVp, bezw., wenn n eine 
Primzahl ist, gleich dieser Anzahl minus 1) für « = 1 convergent Daher ist 

(116.) =,i_„(^^_^l> 

Non ist für »>1 

=" f JV^+ 2 f JVf^"'' 3 f iV^'"^""+ 1^' 

WO die Constante F« als eine nur vom Körper x abhängige Zahl 
(117.) ff, = 1^ 1+1^ 1 ■ 



2f iVp 3f iV|)» 



152 £• Landau^ über die xti einem algAraiichen Zahlkörper gehörige Zetafunction. 
das Schlnssresnltat lautet somit 

Es soll noch eine andere Folgerung aus dem Satze (67.) gezogen 
werden: es existirt ihm zufolge eine positive Constante c, so dass für 
alle x> l 



ist. Also ist 



Np^e^'^x ^'V (-i<:ö,<ri) 

= logir + 2c+ ©iC 

und durch Snbtraction 

^ lo|Wp^2c+0,c-0c>2c-c-c>O. 

Also muss zwischen a; (excl.) und e^^'o; (incl.) mindestens ein iVp liegen, da 
sonst die Summe wäre. Das bedeutet, e^ = b gesetzt: 

Es exislirl für einen gegebenen algebraischen Körper x eine Zahl b, 
so dass für alte x>l mindestens ein Primideat existirt^ dessen Norm zwischen 
X (exclj und bx (inet.) liegt. 

Dies verallgemeinert den unter dem Namen des Bertrand^hen*) 
Postulates bekannten Satz der Zahlentheorie, der gerade die Veranlassung 
zu Tschebyschef» grundlegender Arbeit gewesen ist: Zwischen x (excl.) und 

2ir — 2 (excl.) liegt für allea?>2 mindestens eine Primzahl, d. h. 

zwischen x (excl.) und 2x (incl.) liegt ftir alle x>l mindestens eine Prim- 
zahl. Die Constante 6, deren Existenz im Vorangegangenen für jeden 
algebraischen Körper nachgewiesen ist, kann also iür den natürlichen 
Körper gleich 2 gewählt werden.**) 



*) „Memoire sur le nombre des valeurs que peut prendre une fonction quand 
on y permute les lettres qu'elle renferme", Journal de l'ecole polytechuique, Bd. 18 
(Heft 30), 1845, S. 129. 

•) Wenn lim ^^-^ für alle algebraischen Körper existirt, so giebt es für jeden 



algebraischen Körper nach Annahme jedes 6^1 ein £, so dass für alle x'^S; mindestens 
ein Primideal vorhanden ist, dessen Norm zwischen x und bx liegt. 
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diese Eenntniss nnd ausserdem mit geringerem Aufwand von Rechnung 
zum Ziele gelangen kann. Für beliebige Körper höheren Grades ist man 
auf diesen Weg angewiesen, da man keine analoge Darstellung der Function 
F(n) besitzt Aus der fV^fcerschen Relation*) 

[a:] = JS 1 = £F(n) = ax-^-y^^ ax + oCx^^y) 
ergiebt sich 

^ ivi= iiiF(ii)= iii(W-[ii-i]) 

= JnCa + n-y— 

= «!«+ iy.(«-(« + l))+y,(x+l) 

i»=l n=l 

= tt(^x'' + 0{x))-\-Of' u^-\du->tO(x'-ix) 

1 

(123.) i: iV! = Ja;' + 0(aj'-T). 

Setze ich (123.) in (122.) ein, so erhalte ich 

*c^)=.i.M«)(|.4.+''(^)) 



•= = JVm * 

Der Fall Ar = 1 des natürlichen Rationalitätsbereiches ist durch Herrn MertenM 
erledigt; es kann also Ar ^ 2 angenommen werden; alsdann convergirt 



Am=l .. i-r' 



JVm 
sodass 

1 



*"=• W" * 



r = (1). 



•) Vergl. 8. 81 und 115. 
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Ferner convergirt J '4r^- ™t ^^m Reste 

= oi..i+o(|) = o/-i?+o(l) = o(l> 



Wegen 
ist also 



X 



^(m) _ 1 



,£.w = riö (^«>ir) 



*(^)=2ra^'+ö(*"^) (*^2), 



2^,(2) 
was für den Körper P(i) in die MertetuschQ**) Formel Übergeht 

2) Ea bezeichne 0(m) die Anzahl der Theiler des Ideals m, so ist 

(124) -w=„^.e«=,.^, [H]=^„i., [r] - W- 

Denn in 

iV(ab) = iV(m)^a? 



ist entweder Na < /x, was ^ \w-\ Male eintritt, da ja für jedes a die 

Anzahl der zulässigen b gleich [^J ist; oder es ist iV6^ Vx^ was ebenso 

oft eintritt ; dabei sind aber die Idealpaare a, b doppelt gezählt, für welche 
sowohl Na^Vx als auch JVb<}^a?; also ist noch deren Anzahl [/x] -[/x] 
2U subtrahiren, wodurch sich genau die rechte Seite von (124.) ergiebt. 
Der Satz (124.) ist iür x^ P({) von Herrn Merlens***) (jedoch nicht auf diesem 
einfachsten Wege) bewiesen worden. 



*) Vergl. S. 119. 
•*) 1. c., S. 323. 

***) 1. c, S. 324 — 325; vergl. auch Herrn Gegenbauers Arbeiten: „Zur Theorie der 
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen^, Denkschriften der Kaiser- 
lichen Akademie der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissenschafkliche Klasse^ 
Bd. 50, Abth. 1, 1885, S. 153 — 184; „Ueber die ganzen complexen Zahlen von der 
Form a + bi*^^ Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften zu Wien, 
Abth. 2, Bd. 91, 1895, S. 1047—1058; „Wahrscheinlichkeiten im Gebiet der aus den 
yierten Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen^, ebenda Abth. 2% Bd. 98, 1889» 
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(124.) liefert 



(125.) =2«« Z j^^+x'-fO £ --—-a'x + 0(x'-fi). 



Hierin ist - _ . _ 

(126.) ^ _~ = R(fx) = l\ogx+ß+0 (x''~') 



und 

r w * 

(127.) - ==o{x^y 

(126.) und (127.) ergeben, in (125.) eingesetzt: 

(128.) T(x)==a''x\ogx + (2aß'-a^)x + o{x''^)^ 

wo ß nach S. 81 gleich dem constanten Gliede in 

ist. a und /? lassen sich auch folgendermassen ausdrücken. Da 

ist, so ist für hinreichend kleine s—l 

fS = !^i^^sT^: = («+/»{- l)+-)(l-C(.-i)+-) 

= « + (^-«C)(.-l)+-, 

S. 635 — 646; „lieber die aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen 
oomplexen Zahlen«, ebenda, Bd. 101, 1892, S. 984—1012; „Einige arithmetische Sätze**, 
Monatshefte für Mathematik und Physik, Bd. 1, 1890, S. 39—46. Die dem Satze 

(124.) für X = P(l) entsprechende Gleichung 2! [-1 = 2 2: \-^'-[^^V^ welche 

späteren Autoren zugeschrieben zu werden pflegt, steht schon bei Meissel, 1. c. (vergl. 
S. 118, Anm. 1), S. 306. 
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also in nicht misszaverdtehender Schreibweise 

« - '-- (1), 

(129.) iS = aC+ Ihn j',(|^) = C ^^ (1) + (|)' (1). 

Das Mertens^che, aaf P(t) bezügliche Resultat erhält man aas (128.) 
folgendermassen: a ist gleich dem lim des vierten Theiles*) des Quotienten 

der Anzahl der Gitterpunkte a, b in und auf dem Kreise o^-f 6^ = a; durch x, 

also « = T • Nach (46.) ist hier 

K^JW— 3, 5, -r 7, ••? 

(130.) ß^^c={^)\l)^^^^--^-^+H~^ 

in Uebereinstimmung mit dem ^fer/ew^schen Resultat.***) 

3) V^(n) bezeichne die Anzahl der Zerlegungen des Ideals n in 
zwei theilerfremde Factoren. Dann ist tp (n) auch die Anzahl der quadratfreien 
Theiler von n; denn jedem quadratfreien Theiler entspricht ja die Zerlegung 
von n in zwei theilerfremde Factoren, bei welcher der erste Factor jedes in 
jenem Theiler vorkommende Primideal zur selben Potenz enthält wie n, 
aber durch, kein anderes Pdmideal theilbar ist, und umgekehrt entspricht 
Jeder solchen Zerlegung ein quadratfreier Theiler von n. Es ist also auch 

wo b alle Theiler von n durchläuft. Nun ist t(x) die Anzahl aller Theiler 
aller Ideale, deren Norm < x ist. Diese Theiler ordne ich nach ihrem 
^rössten quadratischen Divisor. Es giebt, wenn 

2; v^(n)=n^) 
gesetzt wird, V (^p) Glieder mit dem grössten quadratischen Divisor f'. 



*) Je vier associirte Zahlen a + bi repräsentiren dasselbe Ideal. 
.**) lieber den Werth dieser unendlichen Reihe vergl. S. 176. 
*♦*) 1. c, S. 327-328. 
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Also ist, da eben jedes Ideal eindeutig als Prodnct eines Idealquadratea und 
eines qaadratfreien Ideals darstellbar ist, 

Daraas folgt durch Umkehrang mittelst der verallgemeinerten Möbituschen 
Coefficienten 

also bei Anwendung von 

T(aj) = Ax logst +ßa; + o(«""), 
wo A, B die in (128.) gefandenen Werthe haben, 

^ Km)(^^log.-2^^1ogiVm+ß^+x^-^o(-i-^)) 



(131.) 



(AxXogx + Bx) 2 ^-2Ax £ l^)^^ 



i-l 






Für k>2 convergiren die drei ins Unendliche ausgedehnten Snmmen auf 
der rechten Seite, and zwar ist 

/1QQN y A<(m)logiV m « fi(m)logNm , ^ /-»logud« 

(132.) und (133.) ergeben, in (131.) eingesetzt, 
■ (a^x logx+(2«/?-«» (^^ + (J=))- 2a^x (^^ + Cf§-)) 
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also, da für Ar > 2 (fx log x) gegen 0\x ^0 vernachlässigt werden kann, 

was für x = P(i) die MertensBche*) Form annimmt. 

4) Der asymptotische Werth der Summe JE -j-r könnte nach der 

Methode berechnet werden, die ich**) für die zahlentheoretische Function 
^(n) angegeben habe, und die sich auf folgende Identität***) stützt: 



y(ii) n i q>(iy 

WO / alle qnadratireien Theiler von n dorchlänft. Allgemein ist 



w^o l die qnadratfreien in n aufgehenden Ideale durchläuft. Man würde 
analog erkennen, dass es zwei Constanten L und M giebt, so dass 

(134.) £2(x)=^^^^^=L\oex + M^oUyoC^) 

ist, wo für Ar ^ 2 das letzte Glied gegen das vorletzte vernachlässigt werden 
kann, und man würde so auch zur Bestimmung der Constanten L und M 
gelangen. Nachdem ihre Existenz feststeht, kann man übrigens zu ihrer 
Bestimmung folgenden transcendenteren, aber kürzeren Weg einschlagen. 
Es ist nach (134.) fttr zwei noch unbekannte Constanten L^M^ k>2 an- 
genommen!), 



•) 1. c, S. 330. 

•*) „Ueber die zahlentheoretische Function g)(w) und ihre Beziehung zum Gold^ 

bachschen Satz^, Nachrichten der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu 

-Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse, 1900, 8. 181 — 184. 

♦^) 1. c, S. 182. 

t) Für k = 1 lautet die Abschätzung etwas anders und fuhrt zu der a. a. 0. 

{6. 184) von mir aufgestellten Formel, die sich von der hier entwickelten nur dadurch 

unterscheidet, dass der Rest die Grössenordnung 0^— ^) statt 0[—j-j = O(-) hat 
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= i«(iiog«+M-/'iog(«-i)-.w)+ i o(^)(«-(»+i))+o(A)(x+i) 

die Sätze auf S. 77—80 sind also anwendbar und liefern: L und ^sind die 
Coefficienten von (« — 1)""^ und («— ly^ in der Entwickelung der Function 

■"« = .1"--%^^= i, ,(n,A*-. =,-'! + '"+'".(-')+''.('- ')■ + ■■■ ■ 
Nun ist aber für theilerfremde a, 6 

(f (ab) N(ahy-' = (p (a) Na"''(p (6) m"\ 
also 

"■»= « i,iKF-)4-r' = (/(' + .•ä'.;^,;-(,_^>.).c,.,:;) 

|^|=»(.)i7(l-Ä'f.)=?(l-.V+~jTBF) 



~ UV- Nlo' "^ JVb'"- ' cÄru— isJ • 



V ^ iVp' ^ iVp» - ' (ATp — 1) 
Dies wird für » = 1 gleich 

V ^ Np ^ A> - 1^ " Np (Np - 1) " (Np -h 1) yV^) (Np—l) 

1—1- 
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Ferner ist 

H^_nl\--}-4. - 1 \^ Np' jvy-(jvy-i) 

ds ~,M Ay'"^iVp-(A>-ljl7. 1 , 1 ' 

^ ^ JVp« '*'JVp-'(iV^)— 1) 

also für « = 1 

log Np log iVp 

hJ ^^^ " ~£(6r: V r:x7~xr 

iVp''"]Vp-l 

U2)£(3)v logA'p 
~ "'C«(6) V Ap'-iVp + r 

Hierdarch sind die Constanten L, M bestimmt, da 



18t, also 



=^(^>-o+•••. 

* ^kl-OaS r\\ - - g-C 2)gx(3) _jogAf£_ 



d.h. 



Sechster Abschnitt. 

lieber die ifronecArersche Grenzformel. 

Ich kehre zu der auf S. 81 bewiesenen Formel 

(20.) Ä(a:)= 2; ^ = a\ogx + ß + o(x^') 

Jounud int MaÜiemfttik Bd. CXXV. Heft 3. 21 
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zorttck und specialisire sie für einen beliebigen quadratischen Körper mit 
der Discriminante D. Die Constanten a und ß ergeben sich aus*) 

In der Umgebung von s—1 ist wegen 

" /D\ 1 " /DN 1 * /D\loem - -. , , .xj , „X 

-2^ \zj-i;r.= ^ («);;:- -^ C-J-^-(»-i)+^*(»-i) +— ); 
ferner ist 

also 

rx(*) = ,-:5i+/5+Ä(*-i)+- 

= i(^)L 1 +(ci(^)i_ i©l2|^)+/9.(,-l)+.., 

d. h., wenn die Abkürzungen S, und S2 für die beiden auf der rechten Seite 
vorkommenden Summen eingeführt werden: 

„=i(e)i=s,-\ 

TO=i ^n%^ m 
/3=ci(^)i-i(^)l^=CS.-S.. 
Daher ist für den quadratischen Körper 
(135.) £ > = i(?)l.,„ga, + (ci(?)L-i(?)!M=)+0(.-^). 



*) Vergl. S. 99, Gleichung (46.). 

« /Dxloffin 
**) Die schon von Herrn Mertens (1. c, S. 294) betrachtete Reihe JS l - ) —^— conver- 

girt wegen ^ ( — ) = 0(1) nach dem auf S. 126 citirten Convergenzkriterium; aus dem- 

« /D\ 1 
selben Grunde convergirt die Dirichleische Reihe ^ ( — )— 7 für alle s > (also für 

9fi(«)>'0) und kann daher gliedweise differentiirt werden. 

***) Der Werth dieser bei der Bestimmung der Elassenzahl der binären quadrati- 
schen Formen bezw. der Ideale eines quadratischen Körpers auftretenden unendlichen 
Reihe kann bekanntlich in endlicher Form dargestellt werden; vergl. S. 133 und 137. 
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Diese Gleichang (135.) will ich auch direct, ohne Benutznng Dirichlet- 
scher Reihen herleiten, auf analogem Wege, wie Herr Marlene^) es für den 
speciellen Körper P(i) gethan hat, aber noch mit einer Vereinfachung. Es ist 

Alle Paare ganzer Zahlen m, /r, ftlr welche mk^x, sind so beschaffen, 
dass entweder fw^l^x oder k^]^x oder beides der Fall ist; berücksichtigt 
man erst alle Paare, für welche m ^ l^a?, dann alle Paare, für welche k ^ /a?, 
und bringt schliesslich alle Paare in Abzug, für welche m^lfx und 
k ^ Vop, so ergiebt sich 



Nun ist für ganze oder gebrochene y 

und 

m=i ^''•^ wi ,»-1 >iii'' ffi ^y -^ ^y -^ 

also 



-(i.0gx+C+0(±))|Ol 



1 



JL 

= ^O-— i;i + io(xO+s.(^iogx+c+o(a> 0) 

+ io(i)+lo(i) 

(136.) ^£0- + iS.logx+CS, + o(x 0- 



•) I.e., S. 326— 328. 
**) m darchläuft alle Theiier von n. 
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logm — ^loga? 

Da für l^a: < m <: c Va? die Function — bis zum Maximum 

m 

;=- wächst, dann aber mit wachsendem m abnimmt, ist 



e^x 



also 



i/- »* zrlogx — logm ^ T^ 77 Joga; — log m , i, 

m=i ^'W'' I» ,„=1 ^mr-' m \ / 

1 " -- 

= |S, log a;-S, + 0(ar *), 

2: ~ = S,\ogx+(CS,-SO+o(x"\ 



was mit der zu beweisenden Gleichung (135.) identisch ist. Da wegen 

[x] = SiX+0\xy von vornherein feststeht, dass der Fehler im Resultate 

«logx+Z? höchstens die Ordnung a; * hat, genügt es übrigens, mit Be- 
nutzung von 

aus (136.) so weiterzuschliessen: 

y* /D\ 1 ^ f^\ log m 1 



2: 



=^S,\ogx + (08,-8,)+ o(x'^ log x), 

wo eben nachträglich (a? Mog ajj durch \a: ersetzt werden darf, da 

die Form aloga:+/9+0 va? V des Resultates feststeht. 

Ich nehme nunmehr /) <C an. Wenn man die Summe J? 



nicht auf alle Ideale, Bondern nur auf alle Ideale einer Idealklasse bezieht, 
so ist diese Summe gleich der Hälfte (nur für Z) = -- 3 gleich dem Sechstel 
und für Z) = — 4 gleich dem Viertel) der Summe 
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i¥0 die quadratische Form q== au^+bvt + cv^ ein beliebiger Repräsentant 
^er woblbestimmten der Idealklasse entsprechenden Klasse definiter positiver 
-quadratischer Formen der Discriminante D ist*). Das Zeichen -2" bedeutet, 
dass das Werthepaar ti = 0, « = auszuschliessen ist; ti, e haben alle 
Übrigen ganzzahligen Werthepaare im Innern und auf dem Rande der Ellipse 

•4iu^+buf> + cv^ == X zu durchlaufen. Die Summe 2; -jtt- zerfällt also, 

wenn h die Klassenzahl ist, in h Partialsummen vom Typus (137.). Man 
i^ann, auch ohne in ein näheres Studium derselben einzutreten, von vorn- 
lierein einsehen, dass jede dieser Theilsummen (137.) die Form 

Alogx + B + OKx'V 
hat, auch für beliebige (nicht nothwendig ganzzahlige) reelle a, 6, c, falls 
A^--4ac<0 und a>0 ist. 

Es bezeichne nämlich f(n) die Anzahl der Lösungen von 

n—1 <i au^+bue + cf)^ ^n (u, v ganz)**): 
4ann ist in 

4ie innere Summe, welche aus f(n) zwischen -— -y und r- gelegenen Gliedern 
l)e8teht, zwischen ')j und -— gelegen, also von der Form 

'^ i (••<^n<:i). 

Also 

(138.) ^£^ ^7;qr6^/"r-r^ "" .-fj ;;^^, • 

ITan ist aber 

H(x) = i /^(») 

:gleich der um 1 verminderten Anzahl der Gitterpunkte im Innern und auf 

*) Vergl. Dedekitid, S. 639; die Bezeichnungsweise der quadratischen Formeu 
ist in Kroneckerschem Sinne geändert; D = — J bedeutet ft* — 4 ae, 

**) Ffir ganzzahlige a, 6, c ist also f(n) die Anzahl der Darstellungen der ganzen 
2ahl n durch die Form q = au* + buv + co*\ x kann ohne Beschränkung der Allgemein- 
Jieit beim Beweise jedenfalls ganz angenommen werden. 



166 B. Landau, über die iu einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zeiafunciion. 

dem Rande der Ellipse an^ + buv + cv^ =» o?, also mit dem Fehler (Yx) gleich 
X mal dem Inhalte A = -^r^ der Ellipse: 

H(x) = i fin) = Ax + y^ (y^ ^ (l^x)). 

Folglich ergiebt sich aas (138.) 

y. i ^ ' g(«)-tf(»-l ) 

Hierin ist 
also coDvergirt 

und hat vom x-ten Gliede an einen Rest (x *j: 

«=i » nrri ftCn — v^«) «=i' ^n — v^, w + 1 — ^liH-r ^ -^ 

Hierin ist 

und 

also, wenn 

(139.) ac+aI: , ^\, + iyn(— ^ ^/ ^ ) = Ä 

gesetzt wird^ 

(^^^•) £' ._^/ ^ , = ^ log 0? + JB + (x" 0, 
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dass der limes (142.) nur von der Discriminante der qaadratisoheD Form 
abhängt, nämlich = -- ist. 

2. Der Nachweis der Existenz von 

lim (2;' — —- T ~ -^) = ß 

ist zuerst von Herrn Weber*) geführt worden. 

3. Der Werth der Constanten B ist von Kronecker**) in geschlossener 
Form durch Thetafunctionen einer Variabein ausgedrückt worden, wobei die 
Variable den Werth erhält und der Parameter algebraisch von a, 6, c ab- 
hängt. Andere Beweise dieser sogenannten Kronecker^cheu Grenzformel 

n_Y ( ^, 1 2yr 1 \ 

(143.) = gc+ g log ^ + 3'^-log(2.)- ^ log {a[ (0\a)a[(0\ft)y**), 

wo 

6 + t|Q b + i]^J 

rühren von den Herren Weberf), Lerchff) und Franetfff) her; die in diesen» 
Abschnitt bisher angestellten Betrachtungen dienen zur Vorbereitung auf 
eine vereinfachte Beweisanordnung. 



*) „Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive quadratische Form unendlich« 
viele Primzahlen darzustellen fähig ist^, Mathematische Annalen, Bd. 20, 1882, 8. 321if.- 
*•) „Zur Theorie der elliptischen Functionen**, Sitzungsberichte der Königlich 
Preussischen Akademie der Wissenschaften, Berlin, 1885, S. 775; 1889, S. 135. Eine 
ausführliche Darstellung der /Tron^c^erschen Untersuchungen findet sich in der auf 
S. 131, Anm. 1 citirten Arbeit des Herrn de Signier, 

***) Ich wähle die von Weiergtrass angewandte Bezeichnungsweise der Theta- 
functionen; vergl. Schwarz, „Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Func- 
tionen«, 2. Aufl., Berlin, 1893, S. 41—42. 

f ) „Zur comploxen Multiplication elliptischer Functionen«, Mathematische Annalen^ 
Bd. 33, 1889, S. 392—395; „Elliptische Functionen und algebraische Zahlen«, Braun- 
schweig, 1891, S. 456—462. 

ff) Vergl. die zweite der in Anm. 3 zu S. 63 citirten Arbeiten und „Sur uik 
theoreme de Kronecker^^ Bulletin de la soci^te royale des sciences de Boheme, 2. El.^ 
1893, No. 9, 8. 1—17. 

fff) „Sur une formule fondamentale de Kronecker^^ Mathematische Annalen^ 
Bd. 48, 1897, S. 595—602. 
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4. Die Formel (140.), d. h. der Nachweis der Existenz zweier Oon- 
sfanten A^ JB, für welche (140.) gilt, findet sich bei Herrn Merlens*X der 
aa<3li die Constanten A and B bestimmt hat nnd genau die von Dirichlet 

be^^. Kranecker in (141.) ermittelten Werthe A = -p, B gleich dem Ausdruck 

(14rS.) gefunden hat. 

5. Ein directer, von der näheren Bestimmung von A und B unab- 
här&^ger Nachweis, dass in (140.) und (141.) die Constanten A^ B die- 
aelT>e Bedeutung haben, findet sich bei Herrn FraneL**) 

Nach dem Vorangehenden hängt also der Nachweis der Kronecker- 
ac^en Grenzformel fllr reelle, nicht nothwendig ganzzahlige a, 6, c (wo 
b^ — 4ac<C0, a>0) allein von der Berechnung der Constanten A^ B in 
(14rO.) ab, d. h. von der asymptotischen Abschätzung der Summe 

2' 



Zur Berechnung einer solchen Doppelsumme ist zunächst nach der einen 
V^ariablen zwischen Grenzen zu summiren, die von der anderen Variablen ab- 
hängen ; dann ist nach der anderen Variablen zwischen constanten Grenzen zu 
summiren. Die Schwierigkeit liegt in der Abschätzung der von der anderen 
Variablen abhängigen inneren Summe; in der Methode dieser Abschätzung***) 
liegt der Unterschied des nachfolgenden Beweises von dem ifer/eis^schen, 
ntiit dem er im Anfang übereinstimmt. 

Wegen 

durchläuft « alle ganzzahligen Werthe von - [2 |/^] bis + [2 /— J, u alle 
z^^v^ischen 



'^it Einschluss der Grenzen gelegenen ganzzahligen Werthe; nur das Werthe- 



•) „Ueber einen asymptotischen Ausdruck", Sitzungsberichte der Kaiserlichen 
A^VÄdemie der Wissenschaften zu Wien, Abth. 2*, Bd. 106, 1897, S. 411—421. 

*•) „Sur la theorie des series", Mathematische Annalen, Bd. 52, 1899, S. 533—536. 
♦•*) Vergl. S. 171fr. 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 3. 22 
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paar ti = 0, « = ist auszuschliessen. Also ist, wenn man zuerst r = 
nimmt, dann t? > und t? < : 

1 ^ " 1 '^ «2 1 

^f = 2 ^ - + ^ ^ 

7^'x öm' + 6"«+co' u=i Ott* ^i 11^, aa* + 6Mt> + ct?' 

die beiden letzten Summen stimmen ttberein, da die Form q sich bei der 
Substitution ("1 _.) nicht ändert und hierbei zugleich iii in — «2, «2 in — «1 
übergeht. Also ist wegen 

Nun ist ftlr f> > 

«1 1 • 



(145.) 2: 



ac 1 U| oxcl. 
c= y - ^— V - — ' V 



=nl«o«' + 6ue+ cü' ,=_xaM' + 6«» + c»' »»tJUei. «»' + 6«» +<?»** 



Hierin ist, falls 
gesetzt wird, 



a=- ''J-i »^ ß = fr + *V^ 

2o ' ' 2o 



V 1 = i; .J^C_i_+__l_^ 

'^ t /J_ ^ / 1 ^_^-L L4. yf-J— 4.—I "^^ 

1 f 2n_ . __l!L__4. "i 

*) Bei dieser Schreibweise hat der Summationsbuchstabe alle zwischen den (nicht 
notliwendig ganzzahligen) Summationsgrenzen gelegenen ganzen Zahlen su durchlaafen. 
Wenn nichts anderes bemerkt wird, sind die Summationsgrenzen, falls eventuell ganz, 
in das Intervall eiozubeziehen. 



£. Landau, über die %u einem algehraisdien Zaklkörper gehörige Zetafuncüon. 171 

Wenn nun eine Function f(u){\lru^m mit wachsendem u abnimmt, 
derart, dass f^ f{u)du einen Sinn hat, so ist bekanntlich für ganzzahlige 

m 

(nicht notbwendig positive) m, wie die geometrische Anschauung lehrt und 
wie analytisch leicht bewiesen werden kann, 

J /(fi) ^f" f(u) du + »f(tn) (o^^^i). 

m 

In der Summe 

i 1 

nimmt der Summand tbatsächlich mit wachsendem u ab, da für u>u^i 
^(au^ + buv + cti^) = 2au + 6« > 2au2 + bv 



= - 6f? + Vläx-Jv' + 6ü = l/4a j: ~ z/7' ^ 0*) 
ist; also ist die Summe 

^ ^ 1 ^ /-» du I» 

— W+i «"' + ^«*« + ^«'' J au^ + buv + er' "^ a ([iij + 1)' + 6([m,] + l)v + et?" 

also wegen M + 1 > «2 und 

-w+i du ^, 



/ 



(o<^^.<:n; 



OM* + buv + cv^ aul+bu^v + cv^ 

('147.-) y 1_ ^ /•* '^" I -»»--». rr-j.no. 

«« 

Nnn ist 



d{au + ^v) j a« + |c 



/ a«' + 6«". + ce' = I rTM^:^"^"^"'' tg-j—— + con8t., 



*) tij und tf, sind eben die MulLstellen der quadratischen Fanction 

au* + buv + cv^'-Xy 
welche daher für u^<Zu mit wachsendem u wächst und für u<Z^i mit abnehmendem 
u wächst. 

22* 
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Daraus folgt, da in (147.) der letzte Nenner gleich x ist, 

(148.) i ,^.^ ^ , = 4- arc sin Q V-)+ -' (-«^e.^D. 

Ebenso ist, da für 



U<Ui = 



2i 



dx 



(ati' + 6ttü + cf?') = 2aM+6©<2afii + 6f? = -Hax-Jv'^O*'') 



ist, 



(149.) T ^_L__^ = 2 „,gi„g|/Z)4. ©1 c-.^«.- o. 



Setzt man (146.), (148.) und (149.) in (145.) ein, so ergiebt sich 
(150.) 






- -^- arc sin (Jl/^)+ ^ c-^e,^.. 
Dies ist nach (144.) von t? = 1 bis t? = [2]/^] za summiren. Es ist 

(">•) =|i«g-+i««(2l/|)+c+o(i), 



*) Der Quadratwurzel ist der positive Werth beizulegen, und es ist der zwischen 



n 



und -g- gelegene Werth des arc sin zu wählen. 
••) Vergl. Anm. 1 auf S. 171. 
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ferner 



r = 2 I "' 



1 ie '" 



7/ 1 — 



'2 Tri 



2a " 



00 1 a « 1 i» ** 
= 2: -- ^ ß2mn,«r ^ () 2; - — 

p = 2 I __ a 

^f 1 C 

OD ot ^2m7tia9 x 1 



also, da der Rest sogar noch stärker wird als -p=, 

= -iiog(i-c'-'"-)+o(-L) 

«1=1 y X 

= - logn(l-e'""'"') + o(-^) 

= ^log2. + ^-|log^;(0|«)+o(^). 



(152.) 
ebenso ist 



2 t. 



^1 c27i<>?r l 

^as endlich den Ausdruck 



(153.) .^; ^i^^.^ = ilog2n+'§-'^loga,(0\ß) + o{-j=). 



\'X' 



2 l^5£ 

2 — arcsmf^V — ) 
.=1 c ^2 ' ax'' 



betrifft, 80 ergiebt sich sein Grenzwerth für a; = <» ans der Definition des 

^eBtimmten Integrals; da die Form A\ogx-\-B+0\x v des Schlnssresaltates 
von vornherein feststeht, ist die Differenz des Ausdracks von jenem Grenz- 

^«nh gleich o(x"*). Es ist für 






(.=-.v..[.»^f;^]), 
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also 

1 



und 



__ arc sin rj 



«')= , 



im Z — arcsin(ö-V — ) = lim — j=-- z :j — p:^ arcsm ( -^ä V— ) 

=x ^i c ^2 » ax^ ,=«2 lax t=i J^,l_J J_ ^\' x 2 ' a/ 

1 J j/a; 2 r a 

= lim 2 (v^, - Vv) Kn.) = r Kn) dv = r arc sin i? ^ 



(155.) 



(154.) = ^°«2 

Sammirt man also die rechte Seite von (160.) unter Benutzung von 
(151.), (152.), (153.), (154.) und substituirt das Resultat in (144.), so ergiebt 
sich die Afer/en^sche Relation 

-^|iog0r.(O|«)d;(0|/9))+o(-l) 

und damit die ifroitec/rersche Grenzformel. 

Analog lässt sich der Fall einer quadratischen Form 9 = ati^ + 6«t> + co^ 
mit complexen Coefficienten behandeln. Ich will nur bemerken, dass die Auf- 
gabe der Abschätzung von -2"- erst dann eine bestimmte ist, wenn ein 

Snmmationsbereich angenomipen wird, und dass z. B. folgende Annahmen 
sich als rathsam herausstellen: Der reelle Theil der quadratischen Form 
ist definit positiv, d. h. 

(gi6)^-4gia.gic<0, sRa>0, 
und der Summationsbereich ist das Innere der Ellipse 

Die nähere Darlegung würde zu weit vom Gegenstande dieser Arbeit ab- 
seits führen. 

Ich bleibe vielmehr bei dem Falle der reellen definiten positiven 
Form und nehme jetzt wieder ganzzahlige Coefficienten an. Summirt man 
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In dem Falle Z) = — 4, d. h. ftir die bei der Unterfiacliung des 
Körpers P{i) auftretende Reihe 

» /— 4\ log n log 3 log 5 log 7 ,. 

„^. ^-^) -fr = ~ 3-+ 5 7- + - ) 

kann der geschlossene Ausdruck auch ohne Benutzung der Kroneckerdchen 
Grenzformel oder der äquivalenten Mertens^chen Formel hergeleitet werden; 
denn die sogenannte ÄMmmersche**) Reihe 

J; J^^ sin 2n7ix = log /Xa:)+ö log^^— + (o: — 0) (C+log27i) (ü<:*<i) 

drückt, i^ = j gesetzt, 2: (— -) "f durch /'(z) ^us***)? ^^^ schon Legendref) 
hat bemerkt, dass ^'(j) ^^^ dem vollständigen elliptischen Integral für 
den Modul |'^ zusammenhängt. Dieses Integral kann hier die Thetafunctionen 

ersetzen, indem aus A = y ^^ folgt: A' = y /jf = /f'^ ^ -, • -. ^^ ^^s wirk- 
lich bei der Wahl des Repräsentanten ^ = «1^ + «^, wo « = /? = • wird, als 
Modul auftritt. Es ist hier 

2K^ ^Vna[(0\i). 

Bergerff) und später unabhängig Herr LercAttt) haben endeckt, 
dass sich die linke Seite von (157.) für jede (negative Fundamental-)Di8- 
eriminante D durch die Logarithmen einer endlichen Anzahl von Gamma- 
functionen mit rationalem Argument und die Constanten C, tf, log27i, sowie 
]'J rational ausdrücken lässt. Beide Autoren benutzen zum Beweise dieser 



•) Vergl. S. 157. 

g-»i,«-i cju«^ Journal für die 

reine und angewandte Mathematik, Bd. 35, 1847, S. 4. 

***) Vergl. MalmsUn^ „De integralibus quibusdam definitis, seriebusque infinitis**^ 
ebenda, Bd. 38, 1849, S. 20. 

t) ,,Exercice8 de calcul integral", Paris, 1811, Theil 2, Art. 18—19, 8. 238-239. 
ff) ,,Sur unesommation de quelques series", Nova acta regiae societatis scientiarum 
Upsaliensis, Ser. 3, Bd. 12, 1883, S. 30. 

ttt) »Sur quelques formules relatives au nombre des classes", Balletin des 
Sciences mathematiques, Ser. 2., Bd. 21, 1897, 8. 302-303. 
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Thatsache die Ktimniersche Reihe. Herr de Seguier^) hat später auf diesem 
Wege die Darstellung durch Gammafunctionen wiedergefunden, wenn auch 
sein Resultat nicht ganz richtig ist**). Im Folgenden gebe ich einen 
anderen Beweis, um durch ihn die im dritten Abschnitt enthaltene Ein- 
führung divergenter Dirichlet^chev Reihen zu illustriren. 

Differentiirt man die Gleichung (97.) logarithmisch nach «, so erhält man 
(für negative Fundamentaldiscriminanten D und hinreichend kleine positive s) 
*/^^\log» «/Pxlogn 

(lö80 -- =_-^-^^^--+log--2tgT+-^ 

Fllr «=0 geht (falls Z)<-4) die rechte Seite in C+ log^+ ^ JO ^ 
über, der Nenner der linken Seite, wie auf S. 133 bemerkt, in h. Wenn 
also die aus dem Zähler entspringende divergente Reihe 2! {;-) log n im 
Sinne des Satzes auf S. 128—129 summirt werden kann, so ergiebt sich 
ans (158.) der Werth von ^(— )— — . Setzt mana« = (— ) log«, so er- 
hält man (ähnlich wie auf S. 134 ff. für positive D): 

S,= ^a„= 2:(-)logTO= £ (-)log«i+ 2 (-Hogi», 

(159.) I:S^=^ 2; (-^)log«, + i i (^)log«i. 

Hier ist die zweite Doppelsamme 

= i;c,„ log f», 

WO 



*) „Sur certaines sommes arithmetiques^; Journal de mathematiques pures et 
appliquees, Ser. 5, Bd. 5, 1899, S. 55 und 77. 

**) Auf S. 75, Z. 5. fehlt links der Factor ^ u. s. w. 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 3. 23 
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m=l »/«=rl^W»^ „,=i\ff|/ „,^i\m/ 

^' = i/-=f5]i'''-+r,-f c„.= [5]^A+0(l) = Ax + 0(l), 
2 c„logf»= J (C„-C„_,)logm=^ C„.(log»i-log(m+l)) + C,logar 

7/1=1 m=l »1=1 

= - j| Am log (l + ^) + j[log (l + ^)+Aa;loga:+0(loga;) 

= - !^' Am (^ + (;^,)) + (log«) + Aa: log a; + (log x) 

(160.) = hx Xogx-hx + O^Xogx). 

Die innere Summe des ersten Gliedes auf der rechten Seite von (159.) 

ist, wenn für den Augenblick [~J — 1 = y gesetzt wird, 

= J. Olog« = |©ilog(^+v^) 

= i(x)(fflogy+y(log^-l) + (|- + ;^)logy+logz/+logl^2^ 



-logr(^) + ll|)-) 



log» ^(D\. ^fD 



m^-iO'^'-o^w 






= -Aiogi,-j:(f)iogr(A)+|i|, 

WO |1} eine Function von y bezeichnet, die füry = oc, also flir f»=cx) un- 
endlich klein wird. Also ist S, = O(logx); wegen 

ft=i 

ergiebt sich ferner 

= -Ai(log«-log^ + o(l))-xi(f)logr(i)+|x| 
(161.) =-Aa;loga;+Ax(l + log^/)-xi(j)logr(^)+|a?|. 



•) Für D >0 war 2: c„ = (vergl. S. 135). 
f«=i 

••) Vergl. S. 136, Z. 2—3. 
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Aus (159.), (160.), (161.) folgt schliesslich 

i S.=Axlog^-ar i(^)log/'(i) + |ar|, 

Die divergente Reihe ^ [—) log« hat also diesen limes znr „Summe". 
und (158.) ergiebt 

-l(*i«g^-|(?)i.gr(i)) = c+.og^+g i(_»)!M=, 
(162.) 1 (?)>2|.=_ »j^i^ + fAO^' (3). 

den Berger-Lerch^chen Satz. 

Die Gleichsetzung der rechten Seite von (162.) mit der rechten Seite 
der Kroneckenchen Gleichung (157.) führt zu der Identität 

+ 1,4' log(^;(0|a)d;(0|/9)), 

welche sich schon bei Herrn Lerch*) findet; (163.) stellt eine Relation zwischen 

den d-l Zahlen T {^ {j)<zi<Z^) difit, welche gestattet, die Anzahl ^~ 

der im jL^^encfre-S/enischen Sinne**) unabhängigen unter ihnen zu ver- 
kleinem. Uebrigens leistet die für positive Fundamentaldiscriminanten gültige 
Identität 

(164.) 2i(f)logrQ = Alog.***) 

nicht dasselbe; denn wegen 

(r) = (Ff-T)t). 



♦) 1. c, S. 303. 
**) Vergl. Stemy „Beweis eines Satzes von Legendre^^ Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 67, 1867, S. 114—129. 

T4-Ui/D 

*^*) g = ^ , wo T, U die Fundamentallösung der Pc/fechen Gleichung 

I'— Bii'=4 ist. 

f) Dies gilt bekanntlich für alle positiven D, welche = (mod. 4) oder = 1 
(mod. 4) sind. 

23* 
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io.r(_i)+..gr(?=i) = ,os(/-(J-) r{x-^)) 

setzt sich (164.) aas ~^- Specialfällen der Fundamentalrelation 

r(«) ^(1 -«) = ---- 

^ '^ ^ ^ sin O TT 

zusammen, sodass (164.) nicht die S/eriische Anzahl — ^— der „un- 
abhängigen,, Zahlen J^\7j ) (0 < >• <C D) verkleinert. 

Für Z) > hängt die Berechnung der Summe £ (— ) — — , wie ein 

Versuch der Uebertragung des für Z)<C gültigen Gedankenganges er- 
giebt, ausschliesslich von der Kenntniss der Function 

(165.) F{x) = 1 - J^- cos {2n7txy) = 3* i '-^ r (« = e^^'') 

ab, indem (für Fundamentaldiscriminanten**) Z> >> 1) nach der 6at»«schen 
Summenformel 



n=l ^ W ^ « «=i i—i VA/ n 



ist, also 



\iD i=i ^ ^- '^ n=i n D 

Die analoge Summe 2 — sin (2nnx)^ die bei der Berger-Lerch-- 
rf£? iSe^ttierschen Untersuchung für Z) < vorkommt, hängt nach Kummer mit 

*) Die Reihe convergirt für alle reellen, nicht ganzen x. 

* / D\ lo2 n 
**) Die Summation der Reihe £ (^— ) — ^ — für nichtquadratische positive und 

negative Discriminanten, welche keine Fundamentaldiscriminanten sind, lässt sich (vergl. 
de Signier^ 1. c, S. 77) leicht auf den Fall der Fundamentaldiscriminante zurückfahren. 
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der i -Function aufs engste zusammen. Aber über die Function F(x) ist mir 
nichts bekannt ausser einigen Untersuchungen, die Herr Lerch*) ohne Be- 
ziehung zu diesen Fragen über das Verhalten für kleine x angestellt hat. 
Ich will zeigen, dass sie mit der Gammafunction eine Eigenschaft gemeinsam 
hat, welche Legendr e^*) für diese vermuthete und die ich***) für dieselbe 
bewiesen habe: 

Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grösse d läset sich 
eine endliche Anzahl von Intervallen angeben, deren Gesammtlänge <C^ ist, 
derart, dass der Werth der Reihe F(x) für jedes reelle nicht ganze Argument 
(oder, was wegen der Periodicität von F(x) dasselbe ist, für jedes zwischen 
und 1 gelegene Argument) mittelst einer endlichen Anzahl elementarer 
Operationen durch die Werthe ausdrückbar ist, welche F(x) für eine endliche 
Anzahl passend gewählter Argumente annimmt, welche diesen Intervallen 
4ingehören. 

In der That ist für 0<2a:<l nach (165.) 

f(x+~)== l'-^cos(2ii7fa: + fi7i)= i ^(- I)*c08(2n7ia:) 
= ^ J;M? co8(2it7ia:) + 2 £ ^'^ cos(2ii7ix) 

= - l'^«"-co8(2«7ix) + 2 il°lp-^>co8(4«.nx) 

i?/ \ . 1 o ^ co34mnx , * logm /- n 

= - F(a:) + log2 2: + 2; -^ cos (4 iiiTia?) 

^ " „4=1 1» n«=i m ^ ^ 

= - F(a:)- log 2 log (2 sin 27ix)+F{2x). 

F(2x) ist also durch F(x) und f(x + ^) mit Hülfe elementarer Functionen 
ausdrückbar; a. a. 0. habe ich allein auf Grund der Functionalgleichung 



*) „Bemerkungen über trigonometrische Reihen mit - positiven Coefficienten^, 
Sitzungsberichte der Königlich Böhmischen Geseilschaft der Wissenschaften, mathematisch- 
oaturwiseenschaftliche Klasse, 1898, No. 23, S. 9 ff. 

**) 1. c, Theii2, Art. 61—62, S. 283— 285; TheiU, Art. 31-38, S. 26— 32; 
vergl. auch „Traite des fonctions elliptiques et des integrales Euleriennes^, Bd. 2, 
Paris 1826, 2. Hälfte, Art. 52—54, S. 411—413 und art. 101—108, S. 446—451. 

**^ „Zur Theorie der Gammafunction ", Journal für die reine und angewandte 
Älathematik, Bd. 123, 1901, S. 276—283. 
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zwischen r(2x), r{x) und r{x+^) das Intervall (0....1) für die Gamma- 
function auf eine beliebig kleine Länge d verkleinert; also gilt der oben 
ausgesprochene Satz auch für die Function F{x). 

Siebenter Abschnitt. 

Ueber die Abhängigkeit einiger auf die Yertheilung der Primzahlen bezüglichen Sätze von einander. 

In diesem letzten Abschnitte wende ich mich zu dem Falle des na* 
tUrlichen Rationalitätsbereiches, um die für das Problem der Primzahlver- 
theilung wichtige Frage zu erörtern, in welchem Umfange die Unter- 
suchung der Stärke der Convergenz einer gewissen DtWcA/e/schen Reihe in 
einem gewissen Punkte für den Beweis des sogenannten Primzahlsatzes 
hinreicht. 

Der Primzahlsatz*) heisst 

n{x) f^Li(x\ 
wo n{x) die Anzahl der Primzahlen ^x, Li{x) den Integrallogarithmus von 

CD 

X bezeichnet; da Li(x) asymptotisch gleich j ist, kann dies auch 

7l(x)(. 



log« 
geschrieben werden. Die Reihe, um welche es sich handelt, ist J^ ^-^ . Sie 



*=i 



entsteht fUr«=l formal aus der für 91(«)>1 convergenten und dort mit =-^ 

übereinstimmenden -OtWcAtefechen Reihe ^-^-. Wenn sie convergirt, ist 
also ihre Summe 0**). 

Herr «ow Mangoldt***) hat die Convergenz der Reihe 2: ^-)r~ zuerst 
nachgewiesen durch Anwendung der Theorie der ^-Function; später führte 



*) Er ist in der gleichwerthigen Form & (x) = ^ \ogp <^x zuerst von den 

Herren Hadamard (1. c. — vergl. S. 69, Anm. 3 — S. 218) und de la ValUe-Poussin (1. c. 
— vergl. S. 69, Anm. 4 — S. 251) bewiesen worden; in der Form des Textes findet er 
sich zuerst bei Herrn de la ValUe-Poussin (1. c, S. 360—361) nachgewiesen; vergl. auch 
Herrn von Mangoldts Arbeit „lieber eine Anwendung der Atemannscben Formel für die 
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze", Journal für die reine und an- 
gewandte Mathematik, Bd. 119, 1898, S. 65—71. 
*♦) Vergl. S. 119. 
♦♦*) 1. c. (vergl. S. 121, Anm. 1) S. 835—849. 
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ich*) den Nachweis auf anderem Wege**). Seine neueren Untersuchungen 
über die Vertheilung der Primzahlen gestatteten Herrn de la Vallee-Poussin***), 
zu beweisen, dass 

(166.) K-)=i,t'=«(l4-i) 

ist; darauf zeigte ich****), dass noch genauer 

(167.) gCx)^! ^ ==0( — T--—-) 

ist, wo a eine positive Constante bezeichnet, und schlosst) daraus, dass 

ö(x)= i .a(A) = ( ^,--- 

ist. 

Man kann nun umgekehrt die Frage aufwerfen, ob die Kenntniss 
der Sätze über die Möbius&cheii Coefficienten ausreichen würde, um aus 
ihnen den Primzahlsatz zu beweisen. Nur Herr Mertens'H) hat sich mit 
dieser Frage beschäftigt. Aus seinen Untersuchungen geht hervor, dass, 
wenn man annimmt, es sei für alle x > 1 

(168.) 1^(0^)1 = 1 i."(*)|<l'x, 

der Primzahlsatz daraus folgt. 

Die Ungleichung (168.) ist jedoch bis jetzt noch nicht bewiesen worden, 
also vielleicht für hinreichend grosse x nicht richtig. Ich will nunmehr 
feststellen, dass der von mir bewiesene Satz (167.) in der a fortiori gültigen 
Fassung 



« li (k) 
*) „Neuer Beweis der Gleichung ^ -^-- = 0*^, Inauguraldissertation, Berlin, 1899. 

*= i » 

**) Ich benutze a. a. 0. als einziges transcendentes Hülfsmittel den (allerdings 

von der Theorie der ^-Function nicht unabhängigen) Satz &(x)<^x. 

•♦*) 1. c. (vergl. S. 98, Anm. 1), 8. 67. 

****) »Ueber die asymptotischen Werthe einiger zahlentheoretischer Functionen", 

Mathematische Aunalen, Bd. 54, 1901, S. 584. 

t) 1. c, S. 585. 

ff) „lieber eine zahlentheoretische Function", Sitzungsberichte der Kaiserlichen 

Akademie der Wissenschaften zu Wien, Bd. 106, Abth. 2% 1897, S. 761ff. 



184 E. Landau, über die zu einem algebraischen Zaklkörper gehörige Zetafunction. 

,(189.) ,(.) = o(_^.__l^-) 

gestattet, ans ihm allein den Primzahlsatz abzuleiten, so dass man bei 
etwaigen Versuchen, den Weg zum Beweise des Primzahlsatzes statt Über 
die Theorie der ^-Function über die Untersuchung der einen convergenten 

Reihe 2! ^~t^ zu nehmen, sicher ist, dass der Hülfssatz, den man beweisen 

will, und der für den Nachweis des Primzablsatzes hinreicht, auch richtig ist. 
Ich werde aus (169.)**) den dem Primzahlsatz äquivalenten ableiten^ 
dass die Tschebyscheßche^ durch die Gleichung 

_ 3_ 

ilj{x) = &{x) + 9(}^x) + &(yx)+"'= 2 logp+ 2 log/i+ 2 logp + ..- 

p <^ X p' <" z p^ <^ X 



-mM^^^ 



P-. 
erklärte Function <^x ist. 

Aus Tschebyscheß Identität 

T(a:) = log[a:]!=iv;(J) 

*) Der Exponent 2 von log log o; könnte auch noch durch eine kleinere Zahl 
> 1 ersetzt werden; das Wesentliche ist, wie sich nachher zeigen wird, dass für die 

/« G (x) 
— ^-^ dx (für a > e) 

einen Sinn hat, was bei der in Herrn de la ValUe-Poussins Satz (166.) enthaltenem 

Function G(x) = ^ noch nicht der Fall war. 

^ ' logx 

X i 

**) Aus (169.) folgt übrigens die Convergenz der Reihe £ 1^(^)1 t> also wegea 

*=i « 

ii —\<C- (t>0) 

iÄ'» (Ä + iyH^Ä ^-^^^ 

"die Convergenz der l^®*he ^ ^(/c)( — — - — - .-j, und daraus ergiebt sich für alle 
reellen t die Convergenz von 

die Reihe 2! ^-r~ convergirt also auch für 9i(«) = 1, was bisher nur für den einem 

* uCk) 1 
Werth « = 1 bekannt war, und zwar ist 2 ^S! = vt^ :r • 
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folgt, wie Herr Gram*) gezeigt hat, 

(170.) -v(x)=i.«(*)[f]iog&. 

Ans (169.) folgen zanächst die nachher anzuwendenden Hillfssätze 
;f(x) = i .u(k)\ogk = i ^-^Ulogft = i {9(k)-g(k-l))klogk 

=^£g{k)(klogk-{k+l)\og(k+l))+g(x){x-\-l)\og(x+i) 
^ ^ £hik(lSg\ogky '®^* + ^ ((log löi^V = ^./ (log log«)' + ^ V(loglog<F)0 

(1^1-) =^((io-gTV^r) 

und 

= -1- 1 <7(Ä)(logÄ-log(ft+l)) + j/(x)log(ir+l) 

* = x+l 

= -1 + 2:^ j— ^ (l^Ä *) ' ■ * ■*' ^ l(loglogx)»j 

= -1+0 j --i^„-^-i^^ + Qi^i^^^).) 

(172.) =-l+o(i^-i-_). 
Uebrigens habe ich a. a. O.**) zunächst bewiesen, dass 
(173.) /(-) = - l + «(^„Vrk. 



*) 1. c. (vergl. S. 118, Anm. 3) S. 238 und 299. (170.) folgt nicht etwa durch die 
gewöhnliche ümkehrung mittelst Möbiusscher CoefBcienten aus T(x) = ^ ^\t)> ^^^^ 

ergiebt ip (x) = i a* (k) T [fj = i ^ (k) log ([^] J 

♦*) 1. c. (vergl. S. 183, Anm. 4), S. 584. 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 3. 24 
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ist und daraus (167.) hergeleitet, nachdem ich analog aus 

(174) /'(ar)=-l+|l} 

hergeleitet hatte, dass 

ist. Den drei a. a. 0. angegebenen Beweisanordnangen hierfür*) sei bei 
dieser Gelegenheit eine vierte, noch kürzere, hinzugefügt: Nach (174.) ist 

r{x)^^l + ri{x), 

wo 

lim ri(x) = 0, 

also 

g\x) = 2^—L =" £ - K —- -1 -j- —— 2i - 1, 

=. -..1. (,(*)-,(»-!)) ,^, = -J.,'«(i4*-«*+T)) + .Tg|i$i)' 

nach Annahme von J ist nun k^ so bestimmbar, dass für alle k '^ A„ 
h(*)|<^ ist; für x> ko ist also 

^ l^; I ^ ^ ,^f ^ ^ Uög/t log (/t + IV "*' iog(a? + 1) "" log(i + 1) "^ log(x + 1) ^ logo:' 

womit (175.) bewiesen ist. Ebenso lässt sich (167.) aus (173.) herleiten. 

Die rechte Seite von (170.) zerlege ich nun in zwei durch r—j- 
geschiedene Theile: 



*=, - - cxcl. 



(176.) -K*)= £,«(Ä)[^-]logA+ i /t(&)[|]logÄ = .S,+^,. 
Hierin ist nach (172.) 
*; S. 574— .579. 
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(177.) =_aj4-{x}, 

und nach (171.) 

^»= i [j]ix(ik)-x(k-l)) 



= a?i 



* = 1 — 5- excl. 



* (loglog/f)'^L/fJ L/c + lJ/ ö 1 t A 1 Z' « \V I 



Nun ist flirÄ> "^ 



= log'a: 

bei hinreichend grossen x; daher ist in der letzten Summe [^ j — [rxiJ 
nur der Werthe und 1 fähig und nur dann = 1, wenn es ein ganzes m 
giebt, sodass |^iii>j^, d. h. ^-K*^ ^^, also für Ar = [^] (»1=1, 2,...); 

folglich ist, da kein m > log^ x ein Ä > j— ^ liefert, 

log*« 



2:, = 2 —, i + 0(7i — f — r-J 

"-> m(loglog|) Vloglogx)^ 



24« 
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(178.) ={x|. 

(177.) und (178.) ergeben, in (176.) eingesetzt: 

V(a;) = a; + |ajl, 
V(a;)<-'a:, 

womit die Behauptung auf S. 183—184 bewiesen ist. 
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Die Stabilität des Gleichgewichts 
hängender schwerer Fäden. 

(Von Herrn Adolf Kneter in Berlin.) 



§ 1. 
D(M Problem, 

Es scheint allgemein angenommen zu werden, dass das Gleichgewicht 
einer stetig zusammenhängenden deformirbaren Masse stabil ist, wenn die 
wirkenden Kräfte ein Potential besitzen, welches in der Gleichgewichtslage 
ein Maximum erreicht. Beim schweren Faden z. B., der zwischen zwei be- 
festigten Punkten in Gestalt der gewöhnlichen Kettenlinie herabhängt, sieht 
man das Gleichgewicht als stabil an, weil der Schwerpunkt des Fadens 
möglichst tief liegt; man hat für diesen Fall auch die Theorie der kleinen 
Schwingungen ausgebildet. Es ist aber wohl zu beachten, dass der klassische 
Beweis, durch welchen Dirichlet eine strenge Theorie der Stabilität be- 
gründet hat*), sich zunächst nur auf ein von einer endlichen Anzahl von 
Parametern abhängendes Massensystem bezieht. Versucht man, diesen Be- 
weis auf deformirbare Massensysteme anzuwenden, deren Lage durch will- 
ktlrliche Functionen bestimmt wird, so stösst man auf eine ganz ähnliche 
Schwierigkeit wie in der Potentialtheorie beim DtWcAtefechen Princip. 

Der Grundgedanke des DtrtcA/e/schen Beweises kann in folgender 
Form ausgesprochen werden. Ist U das Potential, U^ sein Maximalwerth 



*) Dieses Journal, Bd. 32. Kirchhoff, Mechanik, 4. Vorlesung. Appell^ Traiti 
de m^canique, Bd. II, No. 454. 
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für die betrachtete Gleichgewichtslage, so grenze man um diese heraai ein 
Gebiet & ab, das von einem die Gleichgewichtslage nicht enthaltenden 
Randgebiet 9J umschlossen werde; innerhalb der Gebiete ® und ffi sei 
U,n — U positiv. Hängt die Lage des Systems z. B. von den n Parametern 
5^17 5^2j . • • 9n ab, und ist in der Gleichgewichtslage 

SO werde das Gebiet ® durch die Ungleichungen 

|gi-?i1<«, k2-g2|<«, ..., k«-?^«|<« 

definirt, in welchen e eine positive Constante bedeutet, und 91 sei der Theil 
von ®, flir welchen mindestens eine der Gleichungen 

gilt. Nun beruht alles darauf, dass die Differenz U^—U auf dem Gebiet 91 
oberhalb einer festen positiven Grösse c verbleibt; ist nämlich T die lebendige 
Kraft des Systems und setzt man die Gleichung der lebendigen Kraft in 
der Form 

an, so braucht man nur die Anfangsgeschwindigkeiten so klein und die 
Anfangslage des Systems so nahe der Gleichgewichtslage zu wählen, dasa 
die rechte Seite dieser Gleichung kleiner als c ist. Bei einer solchen 
Störung des Gleichgewichts kann, da T nicht negativ wird, die Differenz 
U„, — U niemals den Werth c erreichen, das System also nie in eine dem 
Gebiet di angehörige Lage kommen und das Gebiet & demnach niemals 
verlassen, womit die Stabilität des Gleichgewichts erwiesen ist. 

Dass aber eine Constante c von der angegebenen Beschaffenheit 
existirt, ist leicht ersichtlich, wenn [7, wie es natürlich ist, als stetige 
Function der Grössen 91,929 •••9» vorausgesetzt wird. Dann ist die Grösse 
U^ — U auch stetige Function des Ortes im Gebiet 91, und hieraus folgt 
nach Weierslrassj dass sie die untere Grenze ihrer Werthe im Gebiet 91 
erreicht; da nun U^^U stets positiv ist, so ist die untere Grenze ebenfalls 
positiv und nicht etwa Null. 

Diese Schlussreihe muss ergänzt werden, wenn die Lage des Massen* 
Systems nicht von einer endlichen Anzahl von Parametern abhängt, wie z. B* 
bei einem schweren zwischen den festen Punkten und 1 herabhängenden 
Faden, den wir uns für den Augenblick nur in seiner Verticalebene ver- 
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scbiebbar denken; auf diese Ebene werde demgemäss vorläufig die ganze 
Betrachtung beschränkt. Man umgebe den hängenden Faden mit einer 
Onrve Ä, etwa mit der Enveloppe eines Kreises von constantem Radius, 
dessen Mittelpunkt längs des Fadens läuft. Dann kann man dem Gebiet © 
die Gesammtheit der Curven Ol vergleichen, welche ebenso lang wie der 
F^i^den sind und die Curve Ä nicht überschreiten; dem Gebiet 91 aber ent- 
sprechen von diesen Ourven diejenigen, welche mit ^ mindestens einen 
Punkt gemein haben. Bedeutet U für irgend einen dieser Bögen die Tiefe 
des Schwerpunktes unter einer festen horizontalen Ebene multiplicirt mit 
der Masse des Fadens, II ^ den der Kette entsprechenden Maximal werth von 
ü, 80 kommt es darauf an, ob die Differenz U^ — U für das Gebiet 9fl ober- 
h&ll) einer festen positiven Grenze bleibt; ist dies gezeigt, so gilt der 
DiT^chlet&che Beweis ohne Modification. Aber wenn auch bei geeigneter 
Bestimmung der Curve Ä die Grösse U^. — U stets positiv ist, so folgt doch 
keiineswegs hieraus, dass auch ihre untere Grenze positiv ist; denn U^ — U 
eraciheint jetzt nicht als Function einer gewissen Anzahl von Argumenten, 
son eiern wird durch einen innerhalb gewisser Grenzen willkürlichen functio- 
nal^n Zusammenhang bestimmt. Die erwähnte Schlussweise von Weier- 
str^MM kann daher nicht angewandt werden, und es ist zunächst sehr wohl 
dertkbar, dass die Differenz U„, -U im Gebiet 9i beliebig kleine Werthe 
annimmt. 

Man sieht, insofern sich auch hier das Bedenken gegen die gewöhn- 
liclie Argumentation daraus ergiebt, dass es nöthig wird, zwischen unterer 
Grenze und Minimum zu unterscheiden, liegt eine ähnliche Schwierigkeit 
vor wie beim Dirichlet&chen Princip. Für den in einer Kettenlinie hängenden 
Faden überwindet man, wie wir zeigen wollen, diese Schwierigkeit durch 
Betrachtungen, die zwar auf der besonderen Natur der speciellen Aufgabe 
2tt l)eruhen scheinen, im Grunde aber von allgemeinerem Charakter sind 
nnd deshalb in wenig modificirter Gestalt auch bei anderen Stabilitätsfragen 
Ans^wenden sein dürften. 

§2. 
Beweis der Stabilität. 

Wir stellen zwei Sätze an die Spitze der Untersuchung, die man 
P^^^^^sibel finden oder als bekannt ansehen wird, und die wir, soweit es 
^*^'^^biig ist, in § 3 beweisen wollen. 
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Irgend zwei Punkte und 1, die nicht auf derselben Verticalen 

liegen, können stets durch eine 
einzige nach unten convexe Ketten- 
linie von gegebener Länge / ver- 
bunden werden, wenn / grösser ist 
als der geradlinige Abstand der 
Punkte und 1. Fasst man 
diese Kettenlinie als homogenen 
schweren Faden auf, so ändert 
sich ihr Schwerpunkt stetig mit 
den Endpunkten und der Länge /. 
Wir verstehen dabei unter 
einer Kettenlinie wie gewöhnlich eine ebene Curve, für welche, wenn § 
und Tj rechtwinklige Coordinaten eines gewissen Systems und a, 6, c Con- 
stante sind, die Gleichung 




i? + c = ^ e« +e 



'« j = o(5oj 



I-& 



gilt. Die Curve ist nach unten convex, wenn a negativ ist und die posi- 
tive ij-Axe vertical abwärts geht. 

IL Der Schwerpunkt einer dem Satze I gemäss construirten Ketten- 
linie liegt tiefer als der Schwerpunkt jeder andern Curve Ol von der Länge /. 

Um von diesen Sätzen aus unserem Ziel näher zu kommen, führen 
wir die rechtwinkligen Coordinaten x,y,ss ein, legen die positive y-Axe 
vertical nach unten, bezeichnen durch (S die nach unten convexe Ketten- 
linie Ol, und setzen allgemein, wenn längs irgend einer Curve integrirt wird, 

J ^Jy Ydx^-^dy'^di\ K = f ]^dx' + Jymiz\ 

sodass K die Bogenlänge, J die mit der Bogenlänge multiplicirte verticale 
Schwerpunktsordinate oder das statische Moment bezüglich der horizontalen 
Ebene y = bedeutet. Wir bezeichnen ferner das Integrationsintervall 
durch Suffixe, sodass z. B. Joi das für einen Bogen Ol gebildete Integral / 
ist, und deuten durch Ueberstreichen an, dass längs einer nach unten con- 
vexen Kettenlinie integrirt wird; dann gilt z. B. für die Curve 6 die 
Gleichung 
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Längs des Bogens d laufe nun ein Punkt 2, um den eine Kugel mit 
Jen Constanten Radius q beschrieben sei. Die sämmtlichen Lagen dieser 
Kugel erfüllen ein den Bogen 6 umgebendes räumliches Gebiet U, dessen 
Oberfläche aus einer Kanalfläche und zwei um und 1 beschriebenen Halb- 
kngeln besteht und durch ^ bezeichnet werde. Der Radius q kann dann 
so gewählt werden, dass, wenn 3 ein Punkt der Fläche Ä ist und gerad- 
linige Entfernungen durch (03) und ähnliche Symbole dargestellt werden, 
8t^t8 die Ungleichung 

(1.) (03) + (31)</ 

gilt. Liegt nämlich der Punkt 3 jeweils auf der um das Centrum 2 be- 
st^ Inriebenen Kugel, sodass 

(23) = Q 

geeietzt werden kann, so ist 

(03) < (02) + e, (13) ^ (12) + p, 
(2.) (03) + (31) ^ (02) + (12) + 2p. 

Di^ Strecken (02) und (12) sind aber kürzer als die längs der Curve ® 
g&ÄiKiessenen Bögen 02 und 12; die Summe (02) + (12), die sich mit dem 
PiiL:»ikte 2 stetig ändert, hat daher ein Maximum, welches kleiner als / ist, 
un€i es giebt eine positive Grösse /', für welche die Ungleichungen 

o<r</, 

(3.) (02) + (12)<r 

bei jeder Lage des Punktes 2 gelten. Jetzt braucht man nur p so klein zu 

neliinen, dass 

r + 2p</ 

®ti um durch Combination der Beziehungen (2.) und (3.) die gewünschte 
Ungleichung (1.) zu sichern. 

Es seien ferner 4 und 5 zwei Punkte der den Bogen 6 enthaltenden 
Kettenlinie, welche diesem nicht angehören, durch ihn getrennt werden 
^ud mit keinem Punkte der Fläche Ä auf derselben Verticalen liegen. Ver- 
läuft die Kettenlinie (5 in der xy-Ehene^ und werden die Coordinaten der 
durch Ziffern bezeichneten Punkte durch entsprechende Suffixe unter- 
schieden, sodass z. B. ar„, y^, «u die Coordinaten des Punktes sind u. s. f. ; 
Mt ferner Xi > x^^ so braucht man, um das bezeichnete Ziel zu erreichen, 
/Me Punkte 4 und 5 nur so zu wählen, dass 

0^4 < X.) — p , 0^5 > a?, + P- 
•'oxii^al ffir Mathematik Bd. CXXV. Heft 3. 25 
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Wenn nun die Punkte und 1 durch irgend eine Curve S verbunden 
werden, die ebenso wie ® die Länge / hat, die Fläche Ä im Punkte 3 er- 
reicht, Übrigens aber das Gebiet U nicht verlässt, so beziehe man auf diese 
Curve die ungestrichenen Integrale J, K und construire dem Theorem I 
gemäss (vgl. die Figur) die nach unten convexen Kettenlinien 43 und 35, 
deren Bogenlängen 

(4.) K^Z = K^Q + Ä'oa, Ky^ = K^i + if,5 

sind. Das ist möglich, da die Punkte 4 und 3 ebenso wenig wie 5 und 
3 auf derselben Verticalen liegen, und ausserdem die Ungleichungen 

K^ + K^ > (40) + (03) > (43) , 

/^3i + /r,5>(31) + (15)>(53) 

gelten, sodass die für die Kettenlinien 43 und 35 vorgeschriebenen Längen 
stets grösser sind als der geradlinige Abstand der Endpunkte. Für diese 
Kettenlinien ergeben sich ferner aus dem Theorem 11 die Ungleichungen 

(5.) •/43 ^ «Au + J\Si) Jlb ^ J^l + «^155 

in denen das Gleichheitszeichen nur in den Ausnahmeföllen gilt, dass z. B. 
die Kettenlinie 43 mit dem Linienzug 403, für welchen die Summe •/4Ü+ J^ui 
gebildet ist, zusammenfällt; denn die Brttche 

•/43 J m + J i)Z 



/i^43 Ä'm + ^03 

sind die verticalen Schwerpunktsordinaten der Kettenlinie 43 und jenes 
Linienzuges 403; die beiden Nenner sind aber der Voraussetzung (4.) zufolge 
gleich. Aus den Relationen (5.) folgt sodann 

•MS "~ (A3 "T Jlb) ^ «MS — «MIJ "~ «^lö — «Aj)! 

oder 

(6.) 746 - (^ + 4) < /ii - Jm ; 

dabei gilt den Festsetzungen (4.) zufolge und weil die Curven @ und S 
gleich lang sind, die Gleichung 

oder 

(7.) Ä43 + ^35 = Ä45 . 

Jetzt ist das -nächste Ziel der Untersuchung, zu zeigen, dass die Grrösse 
•As — (A3 + Jz&) bei einer beliebigen Curve 2 und beliebiger Lage des 
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der in der Curve 45 als Theil enthaltene Bogen 43 kommt also nicht 
unter den oben definirten Kettenlinien vor, und die letzteren weichen auf 
der Strecke 43 von der Kettenlinie 45 ab. Damit ist gezeigt, dass auch 
in diesem Falle der oben construirte Linienzug 435 mit 45 nicht zu- 
sammenfallt. Man kann daher stets aus der Gleichung (9.), nach welcher 
1^45 die Gesammtlänge des Zuges 435 ist, und dem Theorem II schliessen 

•^45 ^ •'43 I «/as^ •'45 — •'43 — •'35 !^ ^5 

oder, wenn 

Ä = t/45 *" •'43 "~ •'35 

gesetzt wird, 

(12.) S>0. 

Um hieraus das gewünschte Resultat zu erhalten, dass bei allen 
Lagen des Punktes 3 und allen jeweils zugelassenen Werthen von X die 
Grösse iS oberhalb einer positiven Constanten bleibt, braucht man sich nur 
klar zu machen, dass S nach dem Theorem I eine stetige Function von l 
und der Lage des Punktes 3 ist. Da nun die in Betracht kommenden 
Werthsysteme x^^ yj, «3, X eine endliche abgeschlossene*) Menge bilden, 
d. h. jede der Variablen zwischen endlichen Grenzen bleibt und jedes 
Werthsystem der Menge angehört, dem man sich mit Werthsystemen der 
Menge beliebig annähern kann, so folgt**), dass die Grösse S an mindestens 
einer Stelle der Menge ihrer unteren Grenze gleich wird. Die Werthe aber, 
welche S erreicht, sind nach (12.) positiv; also gilt dasselbe von der unteren 
Grenze, und es giebt positive Constanten c, für welche bei allen Lagen des 
Punktes 3 und allen zugelassenen Werthen von X die Ungleichung 

(13.) S>c>0 

gilt. 

Diesen Schluss kann man auch unabhängig von den allgemeinen 
Begriffen der Mengenlehre entwickeln, indem man davon ausgeht, dass bei 
irgend, einer Lage des Punktes 3 der Werth von S eine stetige Function 
der einen Variablen X ist, welche ein wohldefinirtes Intervall mit Einschluss 
^ der Grenzen durchläuft. Hier lehrt also der bekannte Satz von Weierstrass 
über stetige Functionen einer Variablen, dass die Grösse S für mindesten» 

*) „Ensemble borne elparfait" nach Jordan Cours d'analyse, 2. Aufl., I No. 20, 26. 
*•) Jordan, a. a. 0. No. 64. 



A, Kneser, Stabilität des Gleichgewichts ton Fäden. 197 

einen bestiaimten Werth von l ihr Minimum, das durch tn^ bezeichnet 
werde, erreicht. Denkt man sich diese Minima für alle Punkte 3 bestimmt, 
and ist u deren untere Grenze, mithin auch die untere Grenze aller Werthe 
von Sj so muss es mindestens einen solchen Punkt 6 auf der Fläche ^ 
geben, dass in beliebiger Nähe desselben Punkte 3 vorhanden sind, deren 
Minima nt, von u so wenig abweichen, wie man will. Wäre nun 

(14.) u < Wti, 

so würde sich ein Widerspruch in folgender Weise ergeben. Da iS eine 
stetige Function von l und dem Orte des Punktes 3 ist, da ferner die 
Grenzen, zwischen denen sich jl der Ungleichung (8.) gemäss bewegt, sich 
mit 3 stetig ändern, so kann man, wenn die positive Grösse s beliebig 
klein gegeben ist, eine andere Si so bestimmen, dass immer, wenn 

(15.) (36) < e, 

ist, zu jedem der im Punkte 3 zulässigen Werthe l ein entsprechender im 
Punkte 6 zulässiger gefunden werden kann, der von jenem um weniger 
als « abweicht. Zu jeder für den Punkt 3 gebildeten Grösse S giebt es 
also bei der Annahme (15.) eine entsprechende zum Punkte 6 gehörige, 
deren Abstand von jener unter einer mit c und Si unendlich abnehmenden 
Grenze verbleibt. Das steht aber im Widerspruch zu der Annahme (14.), 
nacli welcher in beliebiger Nähe des Punktes 6 solche Werthe von <S er- 
reiclt würden, die beliebig wenig von w, also von jedem im Punkte 6 er- 

reicliten Werthe um mehr als z.B. ^ (''^g—w) abwichen. Die Annahme (14.) 

ist also nicht zu halten, und es folgt 

u = Wo, 

sodass u in der That einer der Werthe von iS ist, welche an der Stelle 6 
erreicht werden. Damit ist u als positiv nachgewiesen; ist ferner c kleiner 
als II, so besteht die Ungleichung (13.) oder 

•/iS — •'43"" ^25 I> C 

ganz allgemein, und die Relation (6.) ergiebt 

Von diesem Resultat aus kann der Dirichlet^che Beweis leicht durch- 
geführt werden. Da nämlich / die gemeinsame Länge der Curven @ und S 
ist, sind 
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•/(il «/(Ot 

ihre Schwerpunktsordinaten; wird daher die Längendichtigkeit des Fadens 
= 1, seine Masse also = / gesetzt, so sind 

Um = •/ül7 U = Jü3i 

die den Carven {& und S zukommenden Schwerkraftpotentiale, und wenn T 
die lebendige Kraft bedeutet, gilt bei jeder Bewegung eine Gleichung 

(16.) T+ l/'„,-f/ = const. 

Stört man nun das Gleichgewicht des hängenden Fadens so vorsichtige 
dass er in seiner Anfangslage innerhalb des Gebietes U verläuft und die 
rechte Seite der letzten Gleichung kleiner als c ist, so kann niemals ein 
Punkt des Fadens auf die Fläche ^ fallen, da dies die Ungleichung 

nach sich zöge, welche, da T positiv ist, der Gleichung (16.) widerspricht 
Bei hinreichend vorsichtiger Störung des Gleichgewichts verbleibt also der 
Faden innerhalb des Gebietes U, das, da q beliebig klein genommen werden 
kann, einer beliebig eng umschränkten Nachbarschaft der Kettenlinie Ol 
eingebettet werden kann. 

Die Stabilität des Gleichgewichts ist hiermit bewiesen. 

§ 3. 
Die benutzten Hülfssätsse. 

Es bleibt nun übrig, einen Blick auf die Beweise der Sätze I und II 
zu werfen, auf welche die durchgeführte Argumentation sich gründet Was 
zunächst den Satz I betrifft, so kann als hinreichend bewiesen gelten, dass 
zwischen gegebenen Punkten eine nach unten convexe Kettenlinie von hin- 
reichend gross gegebener Länge existirt; es genügt in dieser Hinsicht auf 
die Litteratur zu verweisen.*) Der Beweis beruht stets darauf, dass die 
Gleichung 

qu = ©in w = 2 (e" - e"""), 

wenn q bekannt ist, eine einzige positive Wurzel u==v besitzt. Diese ändert 
sich offenbar stetig mit q ; da nun q in einfacher Weise aus der gegebenen 
Länge und den Coordinaten der Endpunkte zusammengesetzt ist, die Con- 



*) Schell, Theorie der Bewegung und Kräfte, 2. Aufl., II S. 100. Appell, Traite 
de mecanique I No. 152. 



A. Kneser, Stabilität des Gleichgewichts von Fäden. 199 

«tanten der Kettenlinie aber sich sehr einfach durch v ausdrücken lassen, 
so ändern sich letztere Grössen stetig mit den Endpunkten und der vorge- 
schriebenen Länge, und dasselbe gilt demnach auch von dem längs der 
Kettenlinie gebildeten Integral /, womit auch der letzte Theil des Satzes I 
bewiesen ist. 

Anders steht es mit dem Theorem II, das meines Wissens nirgends 
vollständig begründet ist. Man erhält einen Beweis desselben, indem man 
die modernen Methoden der Variationsrechnung anwendet und den Beweis 
für das Eintreten des Extremums bei isoperimetrischen Aufgaben ein wenig 
modificirt. 

Die Punkte und 1 seien durch eine Kettenlinie d 
and eine ebenso lange Curve fi verbunden. Längs dieser 
seien x, y^ z stetige Functionen eines von nach 1 hin 
wachsenden Parameters r und mögen die Eigenschaften 
derjenigen Functionen besitzen, die ich an einem anderen 
Orte*) durch cp (t) bezeichnet habe: sie mögen integrir- 
bare vordere Ableitungen besitzen, auf welche stets das 
Zeichen der Differentiation nach r bezogen werde, und es gelte bei positiven 
Werthen e die Beziehung 

(1.) \imcp'(z + e) = <p'(r). 

Hierdurch sind die unten anzuwendenden Operationen der Infinitesimal- 
rechnung gesichert; insbesondere kann aus den Beziehungen 

in der gewöhnlichen Weise geschlossen worden, dass y (t) mit t wächst 

oder constant ist. Es seien ferner die Grössen ^, ^, ^ an keiner Stelle 

sämmtlich gleich Null. Diese Voraussetzungen sind allgemein genug, um 
z. B. unendlich viele Ecken der Curve 2 zuzulassen ; an einer Ecke würde 
die Gleichung (1.) bei negativen Werthen von e nicht bestehen, was ja auch 
nicht vorausgesetzt ist. 

Die Curve ß werde femer zunächst in folgender Weise beschränkt: 
ine beginne im Punkte nicht mit einem geradlinigen Stück und erreiche 
die Verticale des Punktes nicht wieder. Läuft dann der Punkt 2 auf der 




•) Kneser y Lehrbuch der Variationsrechnung § 17. 
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Carve ß, so gilt für das längs dieser gebildete Längenintegral K stets die 
Ungleichung 

Äi«>(02); 

die Pankte und 2 können daher dem Theorem I zufolge immer durch 
eine nach unten convexe Kettenlinie verbunden werden, deren Länge K^ ist 
und die, da ® und S von gleicher Länge sind, in fö übergeht, wenn der 
Punkt 2 die Lage 1 erreicht. 

Um diese Curven analytisch darzustellen, machen wir den Punkt 
zum Coordinatenanfangspunkt, und nehmen die jf-Axe wie bisher vertical 
abwärts; dann kann jede nach unten convexe Kettenlinie, die vom Punkte 
ausgeht, durch folgende Gleichungen dargestellt werden: 

a:=|(/,a,6,m) = /co8fii, a = ^(/,a,6,m) = /siniii, 



(2.) 



y = »/(/,o,6,»»)=a[eo|' „ — M-]; 



dabei sind a, 6, tn Constante, a ist negativ, und für die vom Punkte ab 
gemessene Bogenlänge findet man leicht 



^0, = tu (/, o, b,tn) = a [@in - — + ©in -J . 



Eine wichtige Eigenscliaft dieser Ausdrücke besteht darin, dass die 
Fnnctionaldeterminante 

d (/, o, b, m) 
nur für / = verschwindet; sie hat nämlich die Form 

d(i) 
W 



cosm 



dt 



sinm 



I 











da 







db 



— tsintn 




/ cos tn 



dw 

da 

6(0 
db 







1 dri 


dw 




da 


da 


= -( 


dn 


dm 




!ö6 


db 



und fUr die rechts erscheinende Determinante zweiter Ordnung ist bekannt 
und leicht zu beweisen*), dass sie abgesehen von / = immer von Null ver- 
schieden ist. Hieraus folgt, dass bei der angegebenen Construction der 



*) lUayer, Sachs. Berichte 1884, S. 119. Kneser^ Lehrbuch der Variations* 
rechnuDg § 38. 
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Kettenlinie 02 die zugehörigen Werthe o, 6, m, t von einander unabhängige 
Functionen der Grössen x^ y^ «, /ro2 sind, und endliche stetige Ableitungen 
nach diesen besitzen. Mittelbar sind daher o, 6, m, t Functionen von t, deren 
vordere Differentialquotienten sich aus den Grössen 

dx dy dz dK[n 
dT' öTt' di' ~di~ 

linear mit endlichen stetigen Functionen von t als Coefficienten zusammen- 
setzen. Daraus ist ersichtlich, dass auch die Grössen o, 6, m, t als Func- 
tionen von T die Eigenschaften der Grössen tp (t) besitzen. Dasselbe gilt 
auch, wenn * («, 6, m, /) eine mit stetigen Ableitungen versehene Function 
ist, von der Grösse *(«, 6, m, <) als Function von t, da offenbar 

dz ^ da dv db dz dm dz dt dz ' 

Diese Bemerkung wenden wir auf die Integrale J02 und K02 an, die 
mit der Bezeichnung 



F(x, y, a, x\ y', «') = y >VH y'^+« 



geschrieben werden können 



K.2=/'G(lr,,tJnVntddt, 



indem durch t^ der zum Punkte 2 gehörige Werth von t bezeichnet wird, 
und schliessen, dass diese Grössen ebenfalls als Functionen (p (x) anzusehen 
sind; dass dasselbe von den längs der Curve 2 gebildeten Integralen JI« 
und ä;^ gilt, ergiebt deren Definition unmittelbar. 

Setzt man ferner 

so findet man zunächst 

dJ,,=P\''dt,+f\Fj§+Fjr,+ F.H + F,,^l + F,. H+F., dtd dt, 

Jounial für Mathematik Bd. CXXV. Heft 3. 26 
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wobei unter den Fanctionszeichen F,F^,... immer füi x,x',... die Werthe 
i,Sn-" gesetzt zu denken sind; da offenbar die Gleichungen 

bestehen, so ergiebt die partielle Integration 



und einen ganz ähnlichen Ausdruck erhält man fttr S Ko2j indem man F 
durch G ersetzt. 

Nun genügen die Kettenlinien (2.) den Differentialgleichungen 

(4.) H.-^ = 0, H,-'-lf- = 0, H.-^=0, 

in welchen 

H=F+XG 
gesetzt ist und k eine Constante, nämlich den Werth 

(5.) l^a^o]^ 

bedeutet; diese Gleichungen könnte man direct verificiren, während der 
naturgemässe Weg der ist, dass man sie zunächst aus der Theorie des iso- 
perimetrischen Problems ableitet, und von ihnen aus zu den Gleichungen 
(2.) durch eine Integration, deren Gang aus der entsprechenden Entwicklang 
in der Ebene*) zu ersehen ist, fortschreitet. Auf jeden Fall ergeben die 
Gleichungen (4.), indem man die Formel (3.) mit der entsprechend für K 
und G gebildeten combinirt, 

oder, indem man die Identität 
berücksichtigt, 

*) Kneser^ Lehrbuch der Variationsrechnung § 38. 
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Hieraus folgt, da längs der Curve S überall 

die Gleichung 

in welcher t und die Argumente der Functionszeichen Ä,,, //y,, fi,, sich auf 
den Punkt 2 beziehen, sodass z. B. t=t2 zu setzen ist. 

Combinirt man das erhaltene Resultat mit den evidenten Gleichungen 
dJ{i2 



dz 



«, / dx dy dz\ 



und den vorausgesetzten 
so ergiebt sich 

oder in der Bezeichnung von Weterstraas 

(7.) ^(j^ziM^c^, 

nnd man findet aus den expliciten Ausdrücken von F und G leicht 



wobei {/« und Ds die in der Richtung wachsender t und r genommenen Bogen- 
demente der Kettenlinie 02 und der Curve S im Punkte 2 bedeuten. An 
diesem Ausdruck ist das Vorzeichen sofort zu erkennen; aus der Gleichung 
(5.) und einer der Gleichungen (2.) findet man nämlich 

und da a negativ, die Function Sof aber stets positiv ist, da ferner die 

26» 



204 



A, Kneser, Stabilität des Gleichgewichts von Fäden. 



Quadratwurzel nach Voraussetzung nie verschwindet, so kann die Grösse S 
keine negativen Werthe annehmen. Ist sie aber nur fUr eine beliebig kleine 
Strecke positiv, so folgt aus der Formel (7.) die gewünschte Ungleichung 

«'1)1 voi^^^? 

in der das Integral Jin längs der Curve d gebildet ist; denn die Differenz 
/ß — /)2? die im Punkte mit dem Werthe beginnt, nimmt den Werth 
Jm—Jm an, wenn der Punkt 2 die Lage 1 erreicht, da die Eettenlinie 02 
dann in 6 Obergeht, und die Grössen /,|2, J^ besitzen die Eigenschaften der 
Functionen ^(t). 

Um zu zeigen, dass der angedeutete Schluss aus der Formel (7.) 
wirklich gezogen werden kann, muss zunächst nachgewiesen werden, dass 
S nicht längs der ganzen Curve S verschwinden kann. In diesem Falle 
hätte man 

co8(rf«, D«) = 1; 

die Richtungen £/« und Ds wären also identisch, und wennp ein positiver 
Proportionalitätsfactor ist, hätte man Gleichungen von der Form 



(8.) 
oder auch 

(9.) 



dx 



dt 



,.-pi.'i=p^.<i.-pi. 



^'dT^^'^dx^^'dx 



dm 
dt 



+ ^«.'^:}=P^n 



dt , da 



'dz^-"'dt'^^''dt 



dt_ 
'dt 



dt 
da 



db , dm 



dt 



db 



S« jZ + ^o wir + Sft J». + fem A~- ~P^t'l 



dx 

dm 
di 



sodann ergeben die stets vorausgesetzten Gleichungen (6.) 

_ / dx dy dz\ _ dtü (t, a, fc, m) 

*'V*'»'*'tü' di' J%)~ di 

oder auf Grund der Formeln (8.) 

G (^, n, ?i phy pv„ pQ = -- at ' 
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oder endlich, da G hinsichtlich der letzten drei Argumente homogen von 
der ersten Dimension ist, 

dt , da , db ^ dm 

Combinirt man diese Gleichung mit den unter (9.) zusammengestellten, so 
erhält man linear homogene Relationen zwischen den Grössen 

da db dm dt 
di' di'dr^ di'^P^ 

aus denen man schliesst, dass entweder die Determinante der Coefficienten 
oder die soeben hingeschriebenen vier Grössen verschwinden. Ersteres 
kann aber nicht eintreten, da die Determinante mit der oben betrachteten 
Grösse J identisch, also von Null verschieden ist. Somit folgt 

da ^db ^dm ^ ^ 
dr ^ dz "^ dv '^ 

Da nun a, 6, m Functionen (p (t) sind, kann man hieraus schliessen, dass 
diese Grössen für alle Punkte 2 dieselben Werthe haben, wie etwa im 
Punkte 1, die Curven d und S also vollkommen zusammenfallen. 

Wird dieser triviale Fall ausgeschlossen, so muss die Grösse <^ für 
mindestens einen Werth von r positiv sein. Dann folgt aber aus der durch 
die Beziehung (1.) ausgedrückten Eigenschaft der Functionen 9>'(t), zu 
denen auch <^ gehört, dass diese auch in einem gewissen endlichen Inter- 
vall des Arguments t Oberall positiv ist, und damit ist, wie schon bemerkt, 
die Ungleichung 

bewiesen. Sie besagt, da 

•An »An 

T' T 

die Schwerpunktsordinaten der Curven S und S sind, dass bei ersterer der 
Schwerpunkt tiefer liegt als bei letzterer. 

Endlich vermeidet man leicht die der Curve 2 auferlegte Be- 
schränkung, die Verticale des Punktes nicht wieder zu erreichen und 
nicht mit einem geradlinigen Stück zu beginnen. Man wählt, wenn diese Vor- 
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aussetzungen nicht zatre£fen, den Punkt 3 auf der Fortsetzung der Ketten- 
linie @ Über den Punkt hinaus so, dass er mit keinem Punkte der Curve S 
auf derselben Verticalen liegt, und vergleicht dann die Kettenlinie 301 mit 
dem Linienzug, der sich aus der Kettenlinie 30 und der Curve S zusammen- 
setzt. Auf diesen ist die durchgeführte Betrachtung anzuwenden, da er weder 
mit einem geradlinigen Stück beginnt, noch die Verticale des Punktes 3 
wieder erreicht, und man findet 

also wiederum 

womit das Theorem II vollständig erwiesen ist. 
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Sur le döveloppement d'une fonction donnäe 

en söries procödant suivant les polynomes 

de Tchebicheff et, en particulier, suivant 

les polynomes de Jacobi, 

(Par M. W. Stekloff ä Charkow.) 



Ijoit p(ff) nne fonction d'nne variable reelle y restant positive 



dans l'intervalle de x = a h.x = b (bz>a)- 
Posons 



"(■-■) -/'-^ 



y 

a 

et d^veloppons cette fonction en fraction continne de la forme 

F(x) = 



(1.) „- -%- 



93 



9, > 

q, (« = 1,2,...) ^tant des fonetions enti^res de a:, c, (« = 1, 2,...) ^tant des 
constantes. 

D^öignons par tp^ (a:), ou simplement y„, le d^nominateur de la n*^^ 
r6duite de la fraction continne (1.) 

On sait qae 

sont les polynomes en x de degr^ 0, 1,2,....«. 

Noas les appellerons polynomes de Tchebicheff (on fonetions de 
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Tchebicheff) correspondant ä la fonction caracteristique p(x). L'^quation 
saivante pent anssi servir ä la d^finition des fonctions (p^i 

(2.) fpVnPn-idx^O, 

a 

P«_i d^signant un polynome arbitraire de degr^'<«— 1. 

Cette ^quation (2.) d^finit compl^tement la fonction y«, en faisant 
abstraction d'un factenr constant ind^pendant de x. 

On peut d^terminer ce facteur par V^quation suivante: 
(3.) r pcpldx = l. 

Les polynomes (p, et <p„, satisfont ä l'^qaation 
(4.) J' p(p,(p„,dx = 0, 

pourvu que m^n, 

Tout polynome arbitraire P„ de degr^ n pent se repr^senter sous la 
forme suivante 

(5.) Pn = 4)<iPu+^i9),+---+^„y,, 

oü 

"6 



(6.) A,^ f ptp.P^dx 



(, = 0,1.2...). 



Je renvoie le lecteur, pour la d^monstration de ces propri^t^s des 
fonctions <p^^ aux travaux connus de MM. Tchebicheff , A. Markoff, K. Posse et 
N. Sonine.*) 

Si nous posons, en particulier, 

(a.) p(x) = Ce'"'^'-^^^\ (a>0.a = -».^ = + x) 

(b.) p(x) = C(a;-aye-"^'-"\ (axi.^:>-i./,=+x) 

(c.) p(x) = C(x-ay'\b-xy-\ («>"./?> CO, 



*) TcMbiche/f, divers memoires dans les „Memoires de l'Academie des Sciences 
de St.-Petersbourg" , „Journal de Liouville" et „Acta Mathematica** (de 1859 jusqu'a 
1886). A. Markoff^ „Sur quelques applications des fractions continues algebriques". 
St-Petersbourg, 1884 (en russe). K. Possi, „Sur quelques applications des fractions 
continues algebriques". St.-Petersbourg, 1886. JV. Sonine, „Sur le calcul approximatif 
des integrales definies.** Varsovie, 1887 (en russe). 



W. Stekloffy sur le diveloppetnent d'une fonction donn6e en siries. 209 

C, a, ß etant des constantes, iious obtiendrons trois classes particnli^res des 
polynomes de Tchebicheff, indiqu^s par Villustre g^om^tre en 1859. 

Nous les appellerons, d'apr^s M. Sonine^ fonctions speciales de M, 
Tchebicheff. 

Dans le cas (c.) ces fonctions coYneident avec les polynomes de Jacobi 
(fonctions analogues aux fonctions de Legendre, d'apr^s TcMbicheff) qui les 
a consid^r^s le premier dans le tome LVI du Journal de Grelle. 

II est interessant d'^tudier le problfeme du d^veloppement d'une 
fonction donn^e en s^ries, procedant suivant les fonctions de Tchebicheff^ 
par la m6me m^thode que j'ai employ^e dans mes recherches ant^rieures 
sur les diverses questions de la Physique math^matique.*) 

Je me bornerai cependant au dernier cas, le plus interessant, des 
polynomes de Jacobi^ en me r^servant d'^tudier les deux premiers cas 
[(a.) et (b.)] dans un autre travail. 

Ici je remarquerai seulement que la m^thode que nous allons ex- 
poser dans ce Memoire s'applique sans peine aux deux premi^res classes des 
fonctions speciales de Tchebicheff, 

2. Considerons d'abord le cas g^neral. 

Soit p(x) une fonction arbitraire, positive dans l'intervalle donn^ 
(ö, 6), et soient y, (« = 0, 1 , 2, . . .) les polynomes de Tchebicheff corre- 
spondant ä la fonction p(x) (ou simplement p). 

Soit f(x) (ou simplement f) une fonction quelconque, int^grable dans 
rintervalle (a, 6). 

Posons 

(7.) /^= i A,(p, + R^, A, = rpfv.dx. 

a 

Oü trouve, en tenant compte de (3.) et (4.), 

(8.) rprdx = Ia\+s, 

oü Ton a pos^ 

(9.) S,=fpRldx. 



■'P? 



*) W. Steklo/fy „Memoire sur les foDctioivs harmoniques de M. H. Foincar^.'^ 
Ansales de la Faculte des Sciences de Toulouse, 1901. „Probleme de refroidissement 
d'ane barre heterogene." Ibid., 1902. 
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L'^qnation (8.) montre que Sp decroit, lorsque p croit indefiniment, et que 
la Serie 

i AI 

coneergey quelle que sott la fonction f, infegrable dans FinlervaUe donne {a, b). 
La somme de cette s^rie ne surpasse pas la valeur de Tint^grale 

a 

de Sorte qu'on peut ^crire 

(10.) 1^'< fpf'dx. 

a 

3. Multiplions maintenant l'^quation (5.) par pfdx et Vintdgrons 
entre les limites a et 6. 
On trouve 

(11.) fpfP^dx^'lA^B,, 

a 

oü Ton a pos^ 

B, =J^'pt(P:cdx, A^ =-ß pP^cp^dx. 

a a 

L'^quation (11.) a lieu, quelle que soit la fonction arbitraire /• 
Employons maintenant le th^or^me suivant de M. E. Picard^ repr^sentant 
une extension du tb^or^me connu de Weierstrass sur la repr^sentation 
approeb^e des fonctions*): 

Quelle que aoü la fonction f, continue dans tintervalle (a, b), on peut 
toujours construire une suite de quantites positives^ donnees ä tavancey 

formant une serie convergente, et determiner une suite de polynomes 

P P P 

tels quon ait 

(12.) IP.K^., 

(13.) f^IiP, 

dans Intervalle (a, b), 

*) Emile Picard, „Traite d' Analyse". T. I, p. 275. Paris, 1901. 
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ao" 

La sMe 2! P» converge absolument et uniformiment dans l intervalle 

donni. 

On peut donc ^crire 

(14.) r=lP,^ + 2 ip,P„ 

Q.= 3: P, (.=«',1.«....). 

« = » + ! 

Les s^ries 

kP] et 2:Q.P, 

convergeut absolument et uniform^ment. 
On peut poser, en effet, 

(15.) £, = au\ 

a ^tant nn nombre positif, ^ ^tant un nombre donn^ ä Tavance, plw petit 
que Funite. 

La convergence de la s^rie 2! P^, est Evidente; qaant ä la s^rie 
^QiPii sa convergence r^sulte imm^diatement de ce que, en vertu de (15.), 

(16.) \Q.\<: 1 ip^K^;*- 

et 



-«+1 



2,+l 



Comme P, est un polynome de degr^ «, on peut 6crire, en tenant 
compte de (11.)^ 

(17.) ppPldx^^I A]^, 

a 

oü Ton a pos^ 

v4„ = r p(p^P,dx. 

« / 
(i 

On a de m€me 

(18.) f''pQ,P,dx = '^A„B„, 
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oü 

B., = f''p(p,Q,dx. 

a 

On trouve, en vertu de (17.), 

(19.) 1 rpP]dx=^z'lAl. 



Cette s^rie converge absolument. 

On peut doDc changer Vordre des sommations et ^crire 



X Jf=« 00 X 



(20.) £ z AI = i: z ^;,, 

puisqae, en vertu de (2.), 

pour toutes les valeurs de Tindice « < ^. 
Consid^rons maintenant la s^rie 

(21.) S = 2l rpQ,P,dx. 

a 

On a, en vertu de (18.), 

(22.) S = 2 1 "i ^., ß„. 

D^montrons que cette s^rie converge absolument. 
Posons 







o.= 2 2:\A,,\\B„\ 


et consid^rons la s^rie 




(23.) 






On a 




a.<'l'(^:.+ßL). 


Mais, 


en vertu de 


(17.) et de (10.), 




1ai = 


■ f'pPldx, '^BKf'pQtdx, 

n h 


d'oü 




' 




o. 


<:fpP]dx-\ f"pQ]dx. 
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De cette in^galit^ on tire, en tenant compte de (12.), (15.) et (16.), 

oü Ton a pos^ 

a 

Cette in^galit^ montre que la serie (23.) converge absolument. 
On peut donc ^erire, comme pr^c^demment, 



(24.) 2 2: 2; Ä.,B,,^ 2 2 £ A.^B, 



D'autre part, la s^rie (14.) ^tant uniform^ment convergente, on trouve 
f\rdx^k f'pPUx + 2 2; f'pQ.P.dx, 

a a a 

d'oü, en tenant compte de (19.), (20.), (21.) et (22.), 

a 

Mais, la s^rie (13.) ^tant uniform^ment convergente, on a 
1 Al + 2 2:A,,B., = (2; f'pVxP.dx} 

a 

= {/p<P.{2P)dxy = Al, 

a 

OÜ Ton a pos^ 

a 

On trouve donc 

(25.) f\pdx^ 2A\, 

a 

c'est-ä-dire [l'^galit^ (9.)] 

(26.) lim Sp = lim / V W, dx = 0. 
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On peut donc ^noncer le th^or^me suivant: 

Thiordme. Quelle que sott la fonction f, continue dans rinlervalle 
donni (a, b), on a toujours 

J pfdx^ ^1 AI, A, =y* pf(p,dx, 

a a 

^y(x = 0, 1, 2,...) etant les polynomes de Tchebicheff correipondant ä la 
fonction donnie je?*). 

4. Soit tp nue autre fonction satisfaisant ä nne senle condition 

f\^'dx<ZQ\ 

n 

Q ^tant un nombre assignable. 

Multiplions l'^quation (7.) par xpdx et Vint^grons entre les limited 
Ol et X en sapposant que 

a<ai<:;6, a<Zx<ib. 
On trouve 

f' fxp dx^'lA,BXx)-\- f' R^xpdx, 

oü Ton a pos^ 

B,{x)=- f ipcp^dx. 

II est Evident que 

Ol 

Comme S^ tend vers z6ro, lorsque p crolt ind^finiment, on peut trouver an 
nombre m ind^pendant de x et tel qu'on alt, pour «>m, 

quel que soit le nombre positif f. 



*) On peut demoutrer que ce theorcme reste vrai pour toute fonction f^ finie 
et integrable dans rinlervalle (a, 6), maiä ici je n'insiste pas sur ce point. Comparez 
mon ouvrage „Les uiethodes generales pour resoudre les problemes fondamentaux de la 
Physique mathematique", Charkow 1901, pp. 255—258. 
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La s^rie 

converge donc uniform^ment ä Tint^rieur de Tintervalle (a, 6). 

On obtient ainsi ce tb^oröme: 

Theoreme. Soient f une fonction^ continue dans rinterealle donni 
(a, 6)^ ip une aulre fonction satisfaisant ä une seule condition 

f\'dx<:Q', 

a 

Q itant un nombre ctssignable. 

Ces conditions elant rempUes^ la fonction 

I fipdx^ ai^a?<6, a<^x^b 

Ol 

peut se deeelopper en serie uniformement convergente de la forme suivante 
f'fipdx=^^^A,j\,yjdx, K^ f PfVxdx, 

ai O] a 

1^^ (;f = 0, 1, 2, . . .) etant les polynomes de Tchebicheff correspondant ä la 
fonction p (x). 

En posant 

ai = a, a? = 6, xp=p(p, 

on trouve le d^veloppement suivant 

pf(pdx= 2 A^B,, B^= p(p(p^dx. 

La Serie 

converge absolument^ ee qui r^sulte imm^diatement de ce que 

et que les s^ries 



\A^B,\<l^(Al + Bl) 



2: AI et 2: B] 
convergent, d'apr^s le th^or^me du n" 3. 
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5. Supposons mainteimnt que, la fonction f ^tant choisie convenable- 
ment, la s^rie 

converge uniform^ment dans Tintervalle («j, 6|), a, et 61 6tant des nombres 
satisfaisant aux conditions 

Dans ce cas R^ dans T^quation 

reste continue dans Tintervalle (ai, 6,), quel que soit Tindice p, de sorte que 

Ä = limßp 

est une fonction continue entre les limites a^ et 61. 
Le th^or^me du n" 3 donne [l'^galit^ (26.)] 

lim f' p(x)Rldx = 0. 

a 

Mais 

f''p{x)Kldx<: f\{x)Rldx, 

quel que soit le nombre entier p. 
On a donc a fortiori 

lim f''p(x)Rldx = 0, 

«I 

d'oti, en remarquant que lim ßp reste continue dans Tintervalle (öj, 61), on tire 

p=oo 

lim /* ' jo (x) Rpdx=^ f p{x)Rdx = 0, 



p=x 



c'est-ä-dire 

Ä = 

pour toutes les valeurs de x, comprises entre les limites a^ et 6,. 
On a donc 

Le th^or^me suivant est donc demontrö: 
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Theordme. Toute fonction f, conlinue dans tintenaüe donnS (a, bj, 
86 deveioppe en serie, procedant suivant les polynome$ de Tchibicheff^ dam 
toul inlenalle {a^, b^), $itue ä tinterieur de FintervaUe donni (a, b), H cette 
Serie converge uniform6ment dans rintervalle (a^, 6|). 

Ce developpement a la forme suivante 

/= 2:A^(p^, A^= f p(x)f(p,dx, 

a 

^, (;f = 0, 1, 2, ...) etant les polgnomes de Tchibicheff correspondant ä la 
fonction caracteristique p(x). 

IL 

6. Appliquons maintenant ces th^or^mes g^n^raux au cas particalier 
des polynomes de Tchibicheff correspondant ä la fonction caracteristique 

p ^ dx— aY"^ (b — xY^^ (a -> 0, ^ > ()), 

en supposant, pour plus de simplicit^, 

C= 1, a = -1, b = +1. 

Dans ce cas, comme nous Tavons d^jä dit, les polynomes de Tchibieheff 
col'ncident avec ceux de Jacobi que nous d^signerons par 

T,(X) (•«0,1.2,...). 

On peut les d^finir par T^quation suivante 



(1.) / pnP,-,rfa: = 0, 



P,.i d^signant une fonction entifere arbitraire de degr^ ^«—1. 

Nous supposons que le coefficient de of dans l'expression T^ soit 
^gal ä l'unite. 
Posons 

C, etant une constante arbitraire. 

La fonction F„ satisfait evidemment ä T^quation (1.) et ä l'^quation 
differentielle de la forme suivante 
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Nous d^signons, en g^n^ral, par F' et F" les d^riv^es du premier et du 
Becond ordre de la fonction F. 

D^terminons C^ par l'^quation 

(3.) f^'pndx=^l. 

—i 

On trouve 

, . V f^_ (a + ß + n-iy..(a + ß+ 2n -2)IXtt + ß-\-2n) 

\^t.j »^.- 2«+/»+*— >r(n+i)r(a'+«)r(/?+fi) 
Lea polynomes V„ et V„ satisfont k la condition 

(5.) f^'pV,V„,dx = 0, 

— l 

pourvu que n^m. 

La fonction F« a pour les limites de Tintervalle (— 1, + 1) les valeurs 
«uivantes : 



(6^ V C\ n-C 2" ßCß + iy-Cß-hn-l) 



(a + ß + n—l)"'(a + ß + 2n-^2y 

Ces formules nous seront n^cessaires dans ce qui va suivre. 
7. Supposons d'abord que 

a>l, /3>1. 

D^signons, avec M. Posse**) par T^*^ la fonction qu'on obtient en rempla^ant 
dans r^quation [i»"6, T^quation (1.)] 

/^'(i+xy-^di^xy-'T^p^^.dx^o 

a et ß par a+1, /3+1. 
On sait que 

(8.) S' = «^i'-^'- 

D^signons par C^'2i la constante, d^finie par l'^qnation 



•) Voir, par exemple, Posse: „Sur quelques applications des fractions continues 
algebriques**. p. 48 etc. St.-Petersbourg, 1886. 
••) K, Poss^y mem. cite, p. 49. 
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On trouve 

et r^quation (8.) donne 
ou, en vertu de (4.), 

(9.) -Ä = ^^n e\. 

De cette ^quation on tire 

(10.) -ip-=l^^i^. *. = «(« + /3 + «-l). 

Substituant ces expressions de VJ et VJ' dans (2.), on obtient l'^qaation 
suivante 

(11.) (^l^x')^l + [a^ß^(a+ß)x]Vi:i + }f^^V^^O. 

L'int^grale g^n^rale de l'^quation de BernoulU 

sc repr^sente sous la forme suivante 

^^ (l-t-x)«(l-ajy 

Nous obtiendrons le polynome Fü^, en choisissant convenablement la con- 
stante C. 

U est aisä de voir que C doit 6tre ^gal ä z^ro. 

En effet, la fonction 



fpVndx 

'pTI-x)--' P = (l + a:)-(l-a:/- 



raste continue dans Tintervalle dea?= — läa? = + l et pour les limites 
m£mes; il en est de meme du polynome Vi% ce qui est ^videmment 
possible sous la seule supposition que 

C = 0. 

28^ 
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On trouve donc 

f'pVndx 

^--» = -^^- 'pCi-xT- 

Soient Oj et 6, deox nombres qnelconqaea satisfaisant anx conditions 

-l<o,<6,< + l. 

Oonsid^roDS les valeurs de Fii\ pour les valeurs de a?, comprises dans 
rintervalle (a„ 6,). 
On a 

( f'pdx)( f'pVldx)' 

\vii\\< y^. --^ ^^^^ < V7, £/, 

oü Ton a pos^ 

( f'p^^) 

Oette fonction U reste continue dans Tintervalle (aj, 6,). 

On peut donc assigner la limite sup^rieure du module de cette fonction 
dans rintervalle consid^r^. 

Cette limite ne dopend, ^videmment, que de p et des nombres a, et 61. 
En le d^signant par A on trouve 

(12.) |eM<^V';f. 

pour toutes les valeurs de x^ comprises entre les limites a^ et 61. Cette 
in^galit^ a lieu pour tous les polynomes de Jacobi^ au moins pour les poly- 
nomes dont les param^tres a et ß sont plus grands que Tunit^. 
On peut donc ^crire, en g^i^ral, 



(13.) \V^\<A]^x,^,^A}/(n+l)(ct + ß+n). 

8. Cela pos^, consid^rons la s^rie 

i A n. 

Supposons que f admette les d^riv^es des deux premiers ordres dans rinter- 
valle (~ 1, + 1). 
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On trouve, en tenant compte de (2.), 

A =f\fV.dx ^-l-[ / V{(l-a:^) y:+ [«-/5--(a+/3)x] K\dx\ 
-i -1 

Or 

-i -i 

d'oü, en remarquant que 

R^r^ _L R^^^ -^ __ 

dx 



p[a-ß-ia^ß)x]=^.-\p{l-x% 



on tire 

(14.) ^. = -l^ r(i+x)\i-xyfv:dx. 

-1 

La noavelle Integration par parties donne finalement 

1 /•+' 



(15.) 



A=^; / {l + xr-\l-xy-'\{a-ß-ia+ß)x)f-V(\-x')r\V,dx 

—1 

=7- rpn>v,dx. 

— 1 

oü Ton a pos^ 

On a donc 
(15.) "^^^^-V rP^yndx^^B^. 

— 1 

De cette ^galit^ on tire 

ou, en vertu de (13.), 

\A V\^ ^* ("+!)(« +/? + «) 2 j. 1 R2 
1"^- '^"'^ 2 n(a+ß + n-\) x, "*" 2 ''»• 

II est Evident que la s^rie 

*(« + l)(o+l«+^rO i. 
«d «(a+>+n-l) x„ 

converge. 



222 ^« Stekloff, sur le diveloppement (fune fonction donnie en siries. 

La s^rie 

converge, d'aprfes le th^orfeme du n* 3. 
II s'ensuit que la s^rie 

(16.) i A^ V^ 

converge dans rintervalle (a^ 6,), 

On peut dire que la s^rie (16.) converge uniform^ment ä Tinterieur ' 
de rintervalle donn^ (— 1,+ 1), car a^ et b^ satisfont ä une seule condition 

-l<ai<6i<+l. 

On peut done önoncer la proposition suivante: Tonte fonction con- 
tinue et admeltant les dMvies des deux Premiers ordres dans rintervalle 
(— 1, + 1) s^ developpe en serie uniformement convergente procidant suivant 
les polynomes de Jacobi^ si les parametres a et ß de ces polynömes sont plus 
grands que Vunite. 

9. Supposons maintenant que 
(17.) a<l, /5<1. 

D^signons par Y^^^ la fonction qu'on obtient en rempla9ant dans l'^quation 
(1.) aet/3 par a + 2 et ß + 2. 

Par Fn nous d^signerons maintenant la fonction correspondant aax 
parametres a et /9 satisfaisant aux conditions (17.). 
On a, en tenant compte de (9.), 

^^ = U':i, V^l,, ;fJil>, = (n- 1) («+/3+ii> 
Substituant cette dernifere expression dans (11.), il viendra 

F, = - -L {{l'-x^)U^, n23 + [«-/3-(«+/?)a:] V^^l,]. 



On peut donc ^crire, en tenant compte de (15.), 
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POSODS 

^n = . ? 

l^Xn 

il viendra 



II s'ensuit que la s^rie 

(18.) ZA^V^ 



«=o 



coDverge, pourvu qu'il en soit de mSme des s^ries Si et Sj. 

II est Evident que les qaantit^s iii«(ii = 2, 3, ...) ne surpassent pas 
ane certaine limite B. 

La s^rie Si converge, par cons^quent, en mSme temps que la s^rie 

«=2 X„ 

Or, chacun des paramfetres des polynomes Vi% est plus grand que Tunit^. 
On trouve done, en tenant compte de (12.) 

(19.) \Vi%\<:AU^JI,. 

D'autre part: 

La s^rie ^Bl converge, d'apr^s le th^or^me du n" 3. 
Quant ä la s^rie 

sa convergence r^sulte de ce que, en vertu de (19.), 



et que la s^rie 



converge. 



X 1 

n=2 X« 
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II en r^sulte que la s^rie Sj converge et cela uniform^ment (et 
absolument) dans tout intervalle (a^, 61), int^rieur ä rintervalle (— 1, +1). 

La convergence uniforme de la sdrie S2, entre les limites 0, et 61, se 
d^montre de la m6me mani^re. 

On conclut de ce qui pr^c^de qne la särie (18.) converge un%form6ment 
ä V Interieur de Vintertalle (— 1, + 1) fn&me dans le cos, oü chacun des 
paramdtres a et ß des polynomes de Jacobi est plus petit que Vunit^. 

Ce r^sultat ainsi que la proposition, Stabile dans le n" 8, nous per- 
mettent d'^noncer ce th^or^me g^n^ral: 

Theordme. Toute fonclion, continue et admettant les diriedes des deux 
Premiers ordres dans rintervalle (— 1, + 1), se dSveloppe ä Pintdrieur de cet 
intervalle en serie uniformement et absolument convergente, procidant suieant 
les polynomes de Jacobi, quels que soient les paramdtres a et ß de ces 
polynomes. 

Le d^veloppement a la forme suivante 

/= i AK«, A- f^\l+xr-\l^xy-'fV^dx. 

IlL 

10. En terminant mes recherches j'indiquerai encore un theordme 
utile dans quelques applications. 

D^signons par V la fonction suivante 

Cette fonction reste continue dans Tintervalle dea? = — läa: = +l, eile reste 
aussi continue pour les limites de cet Intervalle, si 

a<l, /?<1, 
et devient infinie pour 0?= — letir = +l, si 

a>l, /?>1. 
II est Evident que l'expression 

A^j B^ 6tant des constantes arbitraires, repr^sente T integrale g^n^rale de 
r^quation diff^rentielle 

(l-a:^)y"+[a-/?-(« + /5)x]j,'=0. 
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En employant la m^thode de Variation des constantes arbitraires on peat 
repr^senter Tint^grale g^n^rale de r^qnation 

(1.) (1-0^^) j,"+[a -/?-(« + /?) x]y'+;f.F,=0*) 

800B la forme saivante 

y^U(a^--y^ r pV^dx) + K + y^ r pUV^dx. 

- 1 -1 

Choisissant convenablement a« et h^ nous obtiendrons la fonotion Y^ repr^sen- 
tant one Solution particnli^re de l'^quation (1.). 

II est ais^ de s'assurer qoe dans ce dernier cas 



—1 



qnels que soient les param^tres a et ß. 
Si 

a>l, /?>1, 
on trouve 

— l 

et, en vertu de (L) de la Section pr^c^dente, 

— "i 

ce qui resulte imm^diatement de ce que f/devient infini pour a:= + l, tandis^ 
que Vy, (+ 1) a une valeur bien d^termin^e. 
Si 

a<l, /?<1, 
on trouve 

'*'* = " Lf("+i)-Z7/(Jri)- - --■' 

b^^VX+l)^^„f^'pUV\dx 

—1 

+ t/(+i7:!;c^(-zi)[^-(+i)-»'-(-i)-^./"'V£/»',rf4 

*) Rappeions que 
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II est ais^ de d^montrer que 

(2.) v^(+l)-^l\(-^l)^'^^f'"pUV^dx = 0. 

£n effet, l'^quation 
donne 

-1 -1 

-1 
d'oü, en int^grant par parties, 

-y../''puv^dx^uiii^xr(i^xyv:\'^^'^f"'v:dx 

-1 x=-l -1 

= F.(-i)-.r.(+i), 

puisque 

uii + xy(i-xyv:\ =0. 

x==-l 

On a donc dans toas les cas 

— i 
et enfin 

(3.) F„= F.(+l) + ;^«[ fpVV^dx^ufp\\dx-f'pU\\dx\ 

— r — i -i 

ou, en vertu de (2.), 

(4.) F„ = i; (- 1) + ;f, [ /"p £/ F. dx-U fpV^ dx]. 

-1 -i 

11. Supposant que /" admette les d^riv^es des deux premiers ordres 
dans rintervalle (— 1,+ 1) et tenant compte de T^quation (4.) on peut 6crire 

^« r.= j„r,(-i)+ f^'pH'V^dx[ /'p:y\dx--u f'pv^dx], 
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pnisqae dans le cas consid^r^ 



-1 



[l'^quation (15.) de la Section II]. 

POSODS 

— l -1 

Sj = i /'"'' P V ^» rfaJ • /^' P ^. rf^. 

-1 -1 

II est ais^ de s'assürer que la fonction 

raste continue entre les limites — 1 et + 1 ainsi que pour les limites mfimes. 
II existe donc an nombre Q fini et positif tel qn'on ait 

f^' p'U'dx<^Q\ 

— i 

Cette condition 6tant remplie, la serie S conterge uniformement dans tinter- 
volle (— 1, + 1), d^ apres le theoreme general du n" 4 de la Section L 

II en est de meme de la serie £2* 

D'autre part, on a 

2: A,Vn = S, + S,-USy 
II s'ensuit que la serie 
(5.) 1 A^ n 

conterge et cela uniformement, si la serie 

(6.) s. = iAn(-i) 

n—H 

concerge. 

Nous pouvons aussi d^montrer de la meme mani^re que la serie (5.) 
converge uniformement dans tinlervalle donne (—1,+ 1), si la serie 

converge. 

29* 
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La d^monstration restera la meme, il faut seulement preiidre poar 
V^ Texpression (3.) [au Heu de (4.)]. 
Theoreme. La serie 

— l 

converge uniformement dans tintertaUe de a: = — 1 a a: = + l, si eile con- 
-verge pour tune des limites de cet Intervalle*), 
12, Posons, pour simplifier T^criture, 

n(+l)=t/. 
et consid^rons le rapport 

On trouve, en tenant compte de T^quatiou (6.) de la Section pr^c^dente, 
D'autre part, l'^quation (4.) de la Sectiou II donne 

ün a done 

n \ 3. = I« +/') (? +1)0? + /? + 2yi -l) _ 

'^ '^ V'U, (^ß-^n){a + ß + n-^\){a + ß-^2n + \y 

ForiDons maintenant la suite des quantit^s positives 

^17 ^l-i • • • 1 ^ni • • • 

en posant 

Consid^rons la diff^rence 

K, = -- - 1 

qui, en vertu de (7.), se repr^sente sous la forme 

(/!? + rö(a + /^-t-n-l)'(a + ,^ + 2«Vl> 

*) 11 est aise de demontrer aussi que si cetto scrie est convergente pour l'une 
des limites; eile le sera egalement pour Tautre, et cela sous la seule condition que f 
admette la derivee du premier ordre. 



t?„ = -" (»« = 1,2,...). 



X„ 
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Posons 

Cf + /? = X 

€t formons la fonction 

/(x) = (n+x-ß)(x+2n''l)(x+n)(n+iy-n(n + ßX(c+n--l)\x+2n + l). 
II est ais^ de voir que l'in^galit^ 

f(x)>0 
«ntratne l'in^galit^ 

Formons la d^riv^e 

r(x)^(n+iy\(x + n)[2x + 3n^(l + ß)] + (n + x-^ßXx + 2n^l)\ 

-n(n + ß)(x+n-l)(3x + bn+l). 
On a, pour a? = 0, 

nO) = 2n[n\B-2ß)-ll 
f (0) = 4«» (3 - 2/3) 4- «»(2 - /?) - 2n + /?. 
On voit que 

/(0)>0, r(0)>0, 
pourvu que 

pour toutes les valeurs de Tindice n plus grandes que 

(8.) "'■=«(Ff^P+ '■"> 

Posant, en effet. 



«n troave 

/'(0) = 2«aV3^2/J(2a + l), 



*) Le signe E designe le plus grand nombre entier, compris dans -^ ^_. 
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d'oh Ton voit que /"(O) et f (0) sont positifs pour toutes les valeurs posi- 
tives de Ä (ß<:l). 

On en conclut que f(0) et f (0) restent positifs pour toutes les va- 
leurs de n plus grandes que m^ [f^galit^ (8.)]. 

Formons enfin la d^rivee du second ordre /" (x). 
On trouve 

d'oü Ton voit que /"'(x) reste positif pour toutes les valeurs positives de 
X et pour toutes les valeurs de n plus grandes que 

q designant la racine positive de T^quation 

n^(8-o/3) + «(2-/?)-(l + /3) = 0. 

II s'ensuit que /" (x) est une fonction croissante de x ; eile reste donc posi- 
tive pour toutes les valeurs positives de x et pour toutes les valeurs de n 
plus grandes que m, m designant le plus grand des deux uombres mi et nt}. 

On en conclut que f{x) reste aussi positif pour toutes les ealeurs 
positives de x et pour n^m^ pourvu que 

On peut donc dire que, k partir d'un certaine nombre « > »i, on a toujoura^ 

(9.) K„>0 

sous la seule condition: 

puisque, d^apr^s la supposition, 

«>0, /i>0. 
L'inegalit^ (9.) montre que 

pour n>m, 

Les quanlites 

f?„ Cj, .. ., t?„, ... 

forment donc une suite de quanlites non croissanles. 
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13. Reprenons maintenant la s^rie (61.), qu'on peut repr^senter, en 
tenant compte de (15.) de la Section pr^c^dente, sous la forme suivante 

On a 

l':«-|<f(f."+«)=.i(^«o- 

La s^rie £ Bl converge, d'aprfes le th^or^me g^n^ral du n"3; la s^rie 

converge, d'aprfes le th^or^me connu ^Abei 

II ß'ensuit que la s^rie (61.) converge, d'oü Ton conclut, en tenant 
<^ompte du th^or^me du n'* 11, que la sirie 



+ 1 



(10.) l^,r„ A,= f pfWdx 

11=11 .^ 

— 1 

<^onverge uniformemenl dans rintertalle (— 1, + 1), « les paramelres a et ß 
'des polynomes V^ {n = 0, 1, 2, . . .) salisfont ä la condition 

<t est un nombre posilif arbitraire. 

N0U8 pouvons aussi d^montrer de la mßme mani^re que la serie (10.) 
converge uniformement dans rintervalle (— 1, + 1), si les paramelres a et ß 
salisfont ä la condition suivante 

ß est un nombre positif arbitraire. 

La simple comparaison de ces propositions avec le th^or^me du n*' 4 
iious am^ne au th^or^me suivant: 

Theoreme. Tovte fonction arbitraire, continue et admettant les deri- 
mees des deux premiers ordres dans Cintertalle (— 1, + 1), se developpe en serie 
uniformement convergente, procedant suivant les polynomes de Jacobi^ pourvu 
^ue les paramelres a et ß de ces polynomes satisfont ä Cune des deux con~ 
ditions suivantes: 
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• 




1) 








ß<l 


a 


est 


un 

2) 


nombre 


positif 


arbitraire; 


«<|, 


ß 


est 


un 


nombre 


positif 


arbitraire. 





C'est un th^or^me analogae k celui da n" 9; mais dans le cas c 
nons venons d'^tudier, la s^rie 

converge non seulement k rint^rieur de Tintervalle (-1, +1), mais enc« 
poar les limites de cet Intervalle. 
Dans le cas 

«=i, ß=i 

les polynomes V^ se r^duisent aux fonctions de Legendre. 

Les conditious 1) ou 2) sont satisfaites et le Iheortme precedent t 
montre la possibilite du developpement (fune fonction donnee en serie proi 
dant 8uif>ant les fonctions de Legendre.*) 

14. Supposons maintenant qae la fonction f nadmelte que la deri 
du Premier ordre dans Vintervalle (— 1,+1). 

L'^quation (14.) du n^ 8 donne, en vertu de (9.), 



1 x« »>" I x„ 



On a donc 






D^montrons que la s^rie 



=1 An 



OU, ce qui revient au mSme, la s^rie 



n=0 



converge. 



*) Certainement, sous la supposition que cette fonction reste continue et adm 
les derivees des deux premiers ordres dans l'intervalle ( — 1, + 1). 
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Ponr cela, consid^rons la difF^rence 

Posons, comme dans le u'^ pr^c^dent, 

« + /? = X. 
La condition 

se r^duira [en vertu de (7.)] ä la suivante: 

(«+ 1) (n-(3+x) (a: + 2f»- l)-(ß+n) (x+n-l) (x+2n+l)>0. 
CoQsid^rons la fouction 

f(x) = (n+ 1) (n-'ß+x) (cr + 2ii- l)-(/3+ii) (x+n^-l) (x+2n+l). 
On a 

/•(0) = 2[ii^(l-2/3)+/3], 
<l'oii Ton voit que 

POnrvu que 

(11.) /?<2. 

^oimons la d^riv^e 

r (x) = 2x(l^ß)+2n(l--2ß)^{l+ß). 
L^. condition (10.) 6tant remplie, la fonction /"' (x) reste positive pour toutes 
1^^ valeurs positives de x et pour toutes les valeurs de Tindice n plus 
g^^ndes que 

^ = ^(2(1-2»-)+^- 
0*^ en conclut imm^diatement que f(x) reste positif pour les mßmes valeurs 
d^ X et de II, puisque /'(0)>0. 
On trouve donc 

l/,+i < ün pour » ^ m, 

^' >^<;2 1 q^^l qwc soit le nombre a. 
II s'ensuit que la s^rie 

2 — 

coÄ^verge. 

'-Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 3. 30 
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La convergence de la s^rie 

2 81 



est d^jk d^montr^e dans le n" 13. 
II en r^sulte que la s^rie 



£ A^V^{+1) 



«=0 



eonverge absolument puisque 



On obtient ainsi la proposition saivante: 
La Merie 

(11-) Iav; 

coneerge absolument^ pourvu que la fonction continue f admette la derteee du 
Premier ordre et les paramdlres a et ß des polynomes K, satisfassent ä la 
condition 

a est un nombre positif arbitraire. 

X 

II est ais^ de d^montrer aussi que la serie 2! A^ F« (— 1) converge, 

pourvu que le parametre « < ö ? ß etant quelconque. 

Cette propositiou, combin^e avec le th^or^me du n^ 11, nous am^ne 
ä ee th^or^me: 

Theoräme. Toute fonction f, continue et admettant les derieees des 
deux Premiers ordres dans rintervalle (— 1, +1), se developpe dans cet inter^ 
f>aUe en sSrie uniformement convergente, procedant suieant les polynomes de 
Jacobi, si les parametres a et ß de ces polynomes satisfont ä une des deux 
conditions suivantes 

a est un nombre positif arbitraire; 

2) «<|, 
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ß est un nombre positif arbitraire. Dans ce cos la sMe com^erge non 
seulement ä VinlMeur de Cinterealle (— 1, + 1)^ mais encore pour ses limites, 
et cela sous la seule condition que f admelle la derivie du premier ordre. 

15. Remarqaons enfin qa'on peut d^daire ce th^or^me de la propo- 
sition que les quantit^s 

forment nne suite de qaantit^^ non croissantes, si a et /? satisfout ä une des 
deux conditious 

1) /5<|, a>0, 

2) «<|, /?>0. 

(voir n" 11). 

Snpposons d^abord 

^<^ 

et consid^rons les polynomes V^ et Fi2i. 

Le param^tre ß^ = ß + 1 du polynome Vi% satisfait ^videmment k 
rin^galit^ 

On a donc, pour n assez grand, 

(12.) [ia(±i)I<e,.) 

Q 6tant an nombre assignable. 

Reprenons maintenant T^quation (14.) de la Section pr^c^dente. 
On trouve, en vertu de (9.), 



*) Puisque 



.0). 






et les nombres -- — (n = 1, 2, ...) ne surpassent pas une certaine limite. 
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D'autre part, l'^galit^ 



f'pVndx 



FÄ = -!';., =i- 



p(l-x') 
(voir n" 7) donne 

On trouve donc 

d'oü 

La s^rie 

[Ki!i,(+i)ri 



converge, en vertu de (12.); il en est de m6me de la s^rie-TJB^. 
II 8'ensuit qne la s^rie 

i^,K.(+i) 



converge, pourvu que 



/^<J. 



Cela suffit pour ^tablir le th^or^me du num^ro pr^c^dent. 
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Paris, le 1 Novembre 1826 

In einem Brief, den ich von Herrn Geheimrath Crelle empfangen 

i^a,V>e schreibt er mir dass Sie von Ihm Erläatemng einiger Stellen in 

"^^inen Abhandlungen verlangt haben. Der Herr Geheimrath bittet mich 

^l^xi^n diese Erläuterungen zu geben. Das thue ich mit grösstem Ver- 

S*i:i11gen und danke ihnen dass Sie mich auf das aufmerksam gemacht haben 

^^^ö in meinen Abhandlungen weniger deutlich ist. — 

Die erste Schwierigkeit [die] Sie gefunden haben rührt von einem 
^^^Uckfehler her: Seite 75**) L. 6 von unten steht: 

^Es sei z. B. 



*) Den nachfolgenden bisher unbekannteu Brief Abels veröffentlichen wir mit 

S*-tt;iger Erlaubniss seines Besitzers, des Herren Professor Dr. J, Schneider in Darmstadt. 

'^^^d erwähnt diesen Brief in einem Schreiben vom 24. Oktober 1826 an Holmboe 

^"*^- H. Abely Memorial public a l'occasion du centenaire de sa naissance. Correspondance 

-^ ie/, lettre XVIII p. 46). In Folge einer Anregung der Herren C. Störmer und F. Engel 

^t*«n die Herren Scheffers und Dingeldey in Darmstadt diesen Brief gesucht und gefunden. 

r^ fc^ '^ohl das Schreiben nur Erläuterungen zu dem Unmöglichkeitsbeweise Abels (dieses 

^^^a:mal Bd. 1, S. 65 — 84) und einen nothwendigen Zusatz zu seiner kleinen Abhandlung 

'* "^- t:j.flösung einer mechanischen Aufgabe" (ebenda S. 153 - 157) enthält, veröifentlichen 

^^K" dasselbe in seiner ganzen Ausdehnung und wortgetreu nach dem Originale, ahi eine 

^it:>nerung an einen der ersten und einen der grössten Mitarbeiter des Cre//eschen 

^^^^irnales. Der Herausgeber. 

**) Dieser Druckfehler ist in Bd. I, S. 77 der Gesammtausgabe von Abels Werken 
^^*^ L. Sylow und S, Lie bereits berichtigt. 

J'oumal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 4. 31 
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^80 folgt daraas: 



Es soll heissen: 

so fol^ daraus: 



' (t) = ' (.:) 



Wenn man nämlich den beiden Seiten der Gleichung (1) die durch (aJ 
ausgedrückte Verwandlung unterwirft so erhält man 

^ u j - ^ (aJ 

dass heisst die Gleichung (2) 

p. 75 u. 76 ist bewiesen dass eine Function v die eine Anzahl Werte 
hat die kleiner als p ist nicht verändert wird [durch] eine beliebige wieder- 
kehrende Verwandlung vom Grade p. Nun sind 

\ß y d e ... Ti J ^"^ ^y a ß d ... l rj) 
zwei solche wiederkehrende Verwandlungen vom Grade p wenn p die Zahl 
der Zeiger ist; folglich wird der Werth von v durch diese Verwandlungen 
nicht verändert, wenn man sie nacheinander operirt. Nun bedeuten nach 
der Definition diese zwei Verwandlungen auf einmal dass man erst 

•^a? ^ß^ ^7-7 ^S) • • • ? *^C^ ^r; 

in 

•^ß^ ^y) *^S^ *^e^ • • • 1 •^t]^ ^a 

und nachher 

'^ßi ^yi ^S) ^e^ • • M •''17? *^a 

in 

^y? ^a? ^/9? ^^? •••? •'^C' ^n 

verwandelt welches offenbar dasselbe ist als auf einmal 

^o? ^/97 ^r' ^^» •••» ^Vi *^*l 

in 

•^y? «^a? •'';5? •''<?i • • • ? «^C ^^ 

ZU verwandeln 

Die Grössen x^, ..., a?;, x^ behalten also ihren Platz und nur die 
drei Grössen x«, a?^, x^, werden permutirt nämlich 

(Ffl, Xß^ Xy 
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müssen noth wendig wenigstens zwei der Functionen pj-, pa; .... Qs einen 
gemeinschaftlichen Factor haben. Dass heisst es müssen z. B. die zwei 
Gleichungen 

zi' — (p(Xi).i+f(x) = z^'-'(p(x.i).z+f(x^) = 
eine gemeinschaftliche Wurzel haben. Diese Gleichungen geben aber 

aber weil «^ — v^(a:,).a+/'(a;,) = («— t?,) (a— «a) so ist auch dieser Werth von 
s ein Werth von r also z. ß. 

Diese Gleichung ist aber unmöglich denn die Grösse rechter Hand hat 
nothwendig zehn verschiedene Werthe, nämlich 

©(xi, rr^); (x,^ x^)] (x,, x^; (x,, x^) 

0{X2, x^)\ 0{X2, x^)] 0(x2y x^) 

0{x^^ x^)\ 0(a:3, ^Tä) 

Q(xa^ x^ 

und f?i soll nicht mehr als 5 haben, also kann /t nicht 2 seyn. etc 

Der Satz p. 77 soll heissen 

„Die Zahl der verschiedenen Werthe einer Function von 
n Grössen kann entweder gar nicht bis unter die grösste Prim- 
zahl die nicht grösser als n ist vermindert werden oder nur bis 
auf 2 oder 1." 

Wenn man in der Gleichung (1) pag 155 rechter Hand statt s, x setzt 
was offenbar erlaubt ist so hat man 

sin. «TT /•* da z'« px.dx 



^ _ sin.nn /•' oa r" fx.ca 

'^ ■" n J (x—äy^J (ä—xy 



und also wenn man (p statt fx setzt 

sin. «TT /-' da /*« d(p 



_ sm.fiTT /** aa /*» dy 



etc 
Es muss bemerkt werden dass n positiv und kleiner als 1 seyn muss denn 
sonnst werden die Integrale unendlich. 

Dem Herr Kulp Ihr ergebenster 

Wohlgeboren iV. Abel. 
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Zur Theorie der Differential-Invarianten. 

(Von Herrn Rudolf Roth« io Charlottenburg.) 



1. 

liie Untersachangen von Weterstrass über die Variationsrechnang 
beginnen mit der Erörterung der Bedingungen, denen eine Function F(x, y ; x\ y') 
von vier Argumenten zu unterwerfen ist, damit das Integral 

f''F(x,y,x\y')dt 

einen von der Wahl der Variablen l unabhängigen Werth besitzt; dabei sind 
unter x ^ x{t\ y = y(t) zwei Functionen des Parameters / verstanden, 
welche innerhalb des Integrationsintervalls (/1.../2) nebst ihren Ableitungen 

x' = ^ , y =: -~ sich regulär verhalten. Die gesuchte Bedingung ergiebt 

sich bekanntlich in der Form 

dF , ^ dF , „ 

d. h. es ist F in Bezug auf die Argumente x\ y eine homogene Function 
erster Dimension*). 

Herr Zermelo**) hat in seiner Dissertation der analogen, auf das 
allgemeinere Integral 

y' Fix, x\ x'\ ...,x^-'', y, y\ y'\ ..., j,^->) dt 

*) Vgl. z. B. A. KneteTy Lehrbuch der VariationsrechnuDg, S. 7. 
**) Ernst Zermelo^ UntersuchuDgen zur Variationsrechnung, Diss. Berlin, 1894, 
S. 2ir. — A. Kneter, a. a. 0. S. 196. 
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(unter x^^\ y^*^ fllr ä= 1,...,» die &-ten Ableitungen nach t verstanden) 
bezüglichen Frage eine ausführliche Untersuchung gewidmet und dabei „die 
Frage als eine Aufgabe von selbststäudigem Interesse aufgefasst, die bisher 
eine ausreichende Beantwortung noch nicht gefunden zu haben scheint* 
Nach Lösung dieser Aufgabe ergiebt sich in der Arbeit des Herrn Zermelo 
dann von selbst die Entscheidung des folgenden, mit der Variationsrechnung 
in keinem directen Zusammenhang stehenden Problems: 

Es sei gegeben eine reguläre Function von 2(fi + l) Argumenten: 

in der die Variablen x^y von einem Parameter t abhängen und 

-'" = 1,?. »"> = S 

gesetzt ist; man soll entscheiden, wann die gegebene Function von einer 
solchen Beschaffenheit ist, dass sie für jeden bestimmten Werth von x und y 
einen bestimmten, von der Wahl des Parameters t unabhängigen Werth besitzt. 

Die Lösung dieser Aufgaben gelingt Herrn Zermelo mit Hülfe der 
elementaren Variationsrechnung selbst auf einem Wege, den man etwa 
folgendermassen kurz skizziren kann. 

Man denke sich in die Function q> an Stelle der Variablen t eine 
andere ^ durch die Gleichung 

/ = / (i9) 
eingeführt. Dann treten in der vermöge dieser Gleichung transformirten 
Function auch die Ableitungen 

auf. Da nun die Function q> von der speciellen Wahl des Parameters 
unabhängig sein soll, so muss sie auch von den Grössen f', ...,/^"^ un- 
abhängig sein. Die analytische Darstellung dieser Bedingung ergiebt 
dann diejenigen Gleichungen, denen eine Function (p von der angegebenen 
Beschaffenheit genügen muss. 

Die Schlussweise des Herrn Zermelo gilt ohne weiteres auch für 
mehrere abhängige Variable a:, y, «, ... . Sie lässt sich aber, wie im Folgenden 
gezeigt werden soll, auch auf den Fall ausdehnen, in welchem die Variablen 
ar, y, ... der Function (p von mehreren Parametern abhängen. 

Die Erweiterung des Problems von einer auf mehrere unabhängige 
Variable, oder in der Sprache der Geometrie, von einer Curve auf eine 
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Fläche*) oder ein mehrdimensionales Gebilde scheint von einer gewissen 
Bedeutung für die Differential-Geometrie zu sein; denn die den Bedingungen 
des Problems genügenden Functionen sind im wesentlichen identisch mit 
den in der Geometrie eine Hauptrolle spielenden „Differential-Invarianten". 
Man versteht bekanntlich darunter solche Functionen, welche in jedem 
Punkte der Fläche einen von der speciellen Wahl der krummlinigen Coor- 
dinaten unabhängigen Werth besitzen. Das Krttmmungsmass, die Richtungs- 
cosinus der Normale, die Beltramischeii Differentialparameter gehören hierher. 
Es scheint aber, dass man bisher von einem allgemeinen Kriterium nicht 
Gebrauch gemacht hat, welches unmittelbar und ohne die gewöhnlich noth- 
wendige explicite Darstellung durch einfachere Invarianten (z. B. Differential- 
parameter) gestattet,, die zu untersuchenden Functionen, welche von den 
cartesischen Coordinaten der Fläche und deren partiellen Derivirten nach 
den krummlinigen Veränderlichen auf ihr abhängen, als Invarianten in dem 
oben angegebenen Sinne zu erkennen. 

Im Folgenden wird, zunächst mit der Beschränkung, dass in der zu 
untersuchenden Function keine partiellen Ableitungen von höherer als der 
ersten Ordnung auftreten, die Aufgabe behandelt, ein Kriterium für die 
Invarianteneigenschaft einer gegebenen Function zu finden, wobei gleich 
von vornherein die Untersuchung auf eine beliebige Anzahl von abhängigen 
und unabhängigen Variablen erstreckt wird. Sodann wird ebenfalls unter 
der angegebenen Beschränkung das Problem gelöst, alle Invarianten einer 
gegebenen (der ersten) Ordnung zu finden. Daran schliessen sich einige 
Anwendungen auf die in der Flächentheorie vorkommenden Invarianten, 
sowie der Beweis eines auf die Invarianten beliebig hoher Ordnung be- 
züglichen Satzes. Was die geometrischen Anwendungen anlangt, so ergeben 
sich nach der oben angedeuteten Methode zunächst unmittelbar alle von 
der Parameterdarstellung der Fläche unabhängigen, d. h. schlechtweg alle 
geometrisch durch Strecken und Winkel deutbaren Grössen. Nun werden 
aber in der Geometrie der Flächen vorzugsweise diejenigen speciellen unter 
diesen untersucht, welche auch von der Wahl des cartesischen Coordinaten- 
systems, d. h. von der Lage der Fläche im Räume unabhängig sind. Es 



*) Es sei hier bemerkt, dass für das eingangs aügeführte Problem der Variations- 
rechnung bereits Herr Kneser 1. c. S. 266, die Weierstrassschen Homogeneitats-Bedingungen 
auf den Fall eines über ein Oberflächenstuck zu erstreckenden Doppelintegrals erweitert hat. 
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erscheint daher von Wichtigkeit, zu bemerken, dass die allgemeine Methode 
auch verwendet werden kann, um in die Natur dieser speciellen Invarianten 
einen Einblick zu gewinnen. Hierüber sollen jedoch nur einige vorläufige 
Bemerkungen am Schluss dieser Arbeit angeführt werden. 

2. 

Definitionen. Es seien tii, tf^, ..., ti^ r von einander unabhängige 
Variable und 

ar, = ari(wi, ...,!/,), 
X2 = ar.2(W|, ...,fi,), 



(1.) 



m Functionen derselben, von denen nicht mehr von einander functional 
unabhängig zu sein brauchen, als die kleinere der Zahlen m oder r angiebt, 
welche für einen gewissen Bereich (17) ihrer Argumente sich regulär 
verhalten und partielle Ableitungen bis zur n-ten Ordnung besitzen, die mit 

(a = l,2,...,m; ft = l,2,...,ii; t, ij,*,,..., Jr^ = l,2,...,r) 

bezeichnet werden sollen. Ferner seien /j, /jj-^'r r von einander un- 
abhängige Veränderliche von der Eigenschaft, dass durch die Gleichungen 



(2.) 



«r = Wr Cl, •.-, 0? 'r = 'r («1, ..-, «r) 

der Bereich (17) auf den Bereich (T) der Variablen <i, ..., /^ oder umgekehrt 
bezogen wird. Nach der Voraussetzung ist dann die Functionaldeterminante 
der Bedingung 

TT - ir- at = l,2 r) 

unterworfen. 

Das durch die Functionen Xi^..,^x„, definirte Gebilde (X) ist ein 
r-dimensionales Gebilde in einer i/a- fachen Mannigfaltigkeit, als dessen 
cartesische Ooordinaten in Anlehnung an die Geometrie von drei Dimensionen 
Xi^...jX^ und als dessen krummlinige Ooordinaten tij , . . . , ti^ angesehen 
werden können. Führt man an Stelle der unabhängigen Parameter «i,..., ti^ 
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die andern <„..., /r vermittels der obigen Gleichungen (2.) in die Gleichungen (1.) 
ein, 80 mögen sich die folgenden ergeben: 

Xi = Xi (ti, ..., tr)^ 



(3.) 



Xf. — Xf. [tu ..., tf.)^ 

sie definiren eine zweite Darstellung des Gebildes (Jf) durch die krumm- 
linigen Coordinaten <i, ...,<;.. Entsprechend dem Vorhergehenden sei 



gesetzt. 

Nach diesen Vorbemerkungen sei 

«/ — y ^aTj, ..., ar^, Xj , ..., x^ , ..., a;i ,...,a;,;, ^ 

eine Function der Variabein a?i, ...,a?«, und ihrer partiellen Derivirten nach 
den Parametern tii, .... ti^ bis zur »-ten Ordnung, und es werde der Kürze wegen 

gesetzt, mit dem Bemerken, dass für /i auch der Werth zulässig sei, wo 
dann unter ko der Werth und unter x^^ die Variable a?« selber verstanden 
werden soll. £s sei femer vorausgesetzt, dass die Function (p sich nicht 
auf eine Constante reducirt. 

Die Function y heisst dann eine „Invariante" des Gebildes (-X), 
wenn sie für jeden Punkt des Gebildes einen von der Darstellung desselben 
unabhängigen Werth J besitzt. Die Ordnung n der höchsten in ihr auf- 
tretenden partiellen Ableitung soll die ^Ordnung der Invariante" heissen. 

Um eine analytische Formulirung des Problems zu gewinnen, denke 
man sich in die Argumente der gegebenen Function (p an Stelle der Parameter 
fii,...,ti^ die andern /j,...,/^ vermöge der Gleichungen (2.) eingeführt. 
Hierdurch gehen die Grössen 

Xa in Xa 
1iber, 

4« in in.|A+;<.,|i+...+i«|t, 

allgemein a.(^*i -*/.) in gewisse ganze rationale Functionen der Grössen 
^*i ...,*^) mj^ ^gj. Ableitungen 

#(*!,. ..,*«) ^^^ ... . 
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welche an dieser Stelle nicht explicite entwickelt werden sollen. Demnach 
ergiebt sich für die Function cp die Identität 

Soll nun aber für ganz beliebige Functionen /j, ...,<^ der ursprünglichen 
Parameter tii, ...,«1^ die Function einen und denselben Werth J behalten, so 

darf dieser von der Wahl der Grössen /!*• V nicht abhängen*). Setzt 

man daher z. B. 

wo 

!|^i = i, o.*=i o 

\OUk\- / 

also von Null verschieden ist, so ergiebt sich für <P' V im allgemeinen 

der Werth Null, ausgenommen, wenn u = 1 und k^ = • ist, wo dann /J*^ 
den Werth 1 besitzt. Dann wird aber 

und diese Gleichung muss nach dem Vorhergehenden nicht nur für den 
speciellen Fall /i = iii, ..., /^ = ti^, sondern für jede beliebige Form der 
Functionen t^ = t^ (i«i, ..., i«^), ..., <^ = /^ («i, ..., «i^) ihre Gültigkeit behalten. 

Die vorstehende Gleichung dient gewöhnlich als Definitionsformel 
der Invarianten; sie sagt aus, dass eine Invariante die Eigenschaft hat, bei 
jeder beliebigen Substitution der unabhängigen Variabein in den formal 
gleichgebildeten Ausdruck ihrer transformirten Argumente überzugehen. 

Ist die gegebene Function 9) (xi, . . . , x„J von der Ordnung „Null**, 
d. h. enthält sie überhaupt keine Ableitungen, so ist sie von vornherein 
eine Invariante, weil vermöge der Gleichungen (3.) stets identisch 

(p (a?i, .,., x^) = (p (o?!, ..., x,J 

ist. Daher ist es bei der Untersuchung einer gegebenen Function auf ihre 
Invarianteneigenschaft nicht nöthig, auf ihre Abhängigkeit von den Argumenten 
^17 •••7 ^m einzugehen. 

Wir beschränken nunmehr die weitere Untersuchung zunächst auf 
die Invarianten erster Ordnung. 



*) lieber die strenge BegründuDg dieser Schlussweise vergl. man die Dissertation 
des Herrn Zermelo a. a. 0. 
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3. 
Kriterium der Invarianten erster Ordnung. — Die zur Untersachung 
vorgelegte Invariante sei 

wobei die nach dem Vorstehenden ganz willkürliche Abhängigkeit von 
Xj, •..,a:,„ nicht besonders ausgedrückt werden soll. Die Function (p muss 
nach erfolgter Substitution der willkürlichen Parameter /i,...,/r an Stelle 
von tii, ...,tir die Eigenschaft besitzen, dass 

(4.) ö^J" = ^ ''•'°'' ' 

ist. Nun ist aber in der bereits angewandten Bezeichnungsweise 

^« "^ r Ö/, du, - f ^« '< ' 

und demnach 

INach Anwendung der Gleichung (4.) ergiebt sich daher, weil man für o:?^ 
Tiach dem im vorigen Abschnitt Gesagten a:J,*^ schreiben darf: 

CO.; a ö4*>^ ^ Ut = l....,r> 

Die vorstehende Formel repräsentirt ein System von r^ Gleichungen. Unter 
der Voraussetzung, dass sie sämmtlich mit einander verträglich sind, stellen 
jsie die nothwendige, und wie man sieht, auch hinreichende Bedingung für 
€iie Invarianz der gegebenen Function (p dar. Es ist daher zunächst zu 
^untersuchen, unter welchen Bedingungen das System von r' homogenen 
linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, denen die 
IFunction (p zu genügen hat, keinen Widerspruch enthält. 

Man ertheile dem Index k einen festen Werth; dann lautet das 
iSystem der Gleichungen (5.): 



(6.) 



^y _(i) I ^y _(i) I 1 ^y _(i) _ n 



^^a:C') + Ä,xr + ... + ^xC:> = 0. 
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Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem r nicht kleiner oder 
kleiner als m ist 

1. Ist r>>i}i, die Anzahl der unabhängigen Variabein grösser als 
die Zahl der abhängigen, so müsste, damit die Gleichungen des in Rede 
stehenden Systems mit einander verträglich sind, jede der Determinanten m-ten 
Grades der Matrix 

m = \xf\ 0=!::::;?) 

identisch verschwinden. Dies würde aber im Widerspruch stehen mit der 
Voraussetzung, dass die Functionen a:, (iii, ...,tt^), ...,a:„. («i, ...,ti^) von ein- 
ander functional unabhängig sind. 

Wenn aber r = m^ so müsste die Determinante 

\x^a^\ (a.*=l,....r) 

verschwinden, was ebenfalls mit der angegebenen Voraussetzung im Wider- 
spruch steht. 

Ist demnach die Zahl der abhängigen Variabein a;i,...,ar^ nicht 
grösser als die Anzahl der Parameter fii, ...,fi^, so genügt keine Function 
<p(x^a^) den Bedingungen des Problems; es existirt also in diesem Falle 
überhaupt keine Invariante erster Ordnung. 

2. Es bleibt nun der Fall r <; «i zu untersuchen. Nach den Sätzen 
der JacoW-ßofirschen Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung*) sind die Gleichungen des Systems (6.) dann und nur dann ver- 
träglich, wenn jede der Pomofischen Klammergrössen 

identisch verschwindet, in denen mit 






.(•) 



(a = l m) 



die linke Seite der i-ten Gleichung des Systems (6.) bezeichnet ist. Man 
hat aber 



dxf 



0, wenn i^k 



dx'^ 



mi 



« = & 



*) Man vergl. z. B. Foriyth-Maser, Lehrbuch der DifferentialgleichttDgen, S. 372. 
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Wird die Invariante 



•/=9>(^?0 



(a=r] 



.,»»; *» 1 r; r < «) 



jetzt wieder in der Form dargestellt, in welcher ihre willkürliche Abhäng 
keit von den Argumenten a?!, ...,a?,„ nicht besonders ausgedrttckt wird, 
ist die Anzahl ihrer (functional unabhängigen) Argumente or^*^ gleich i 
Die Anzahl der Gleichungen des Systems (5.) ist aber gleich r^ Gelh 
es daher, ein simultanes Integral jener Gleichungen aufzustellen, welch 
eine tDillkürliche Function von rm—r^==r(m—r) von einander unabhängige 
Argumenten enthält, so ist dies das altgemeine Integral des Systems. 

Man bezeichne nun mit D^D\... die Determinanten r-ten Grad* 
der Matrix 



g!K = i|xL*>i = 



X' 



(1) 



X 



C^) 












X 



,(r) 



von denen also angenommen werde, dass sie sämmtlich von Null ve 
schieden sind. 



Dann ist 






Z adjx<*'.xW 



d.h. 



BD 



•x\ 



Ai) 



_ J 0, wenn i^k 



wobei die Sammation über alle in der Determinante D auftretenden Werl 
des Index a, oder schliesslich, was auf dasselbe hinanskommt, über s 
Werthe 1, 2, ..., m dieses Index zn erstrecken ist. Die entsprechenden Form 
gelten filr jede der Übrigen Determinanten 2)', D", ...r-ten Grades 
Matrix 9)?. Ist ferner 

eine beliebige Function der Argumente D,D\..., so ist 



_ . 7»' 



(0 — 



-^ ^ Fl 



ö* dD 



'X 



.(•) 



it) dD ö4*^ 

wobei die Summe auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung I 
alle Argumente der Function ^ zu erstrecken ist. Die auf beiden Si 



} 
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ausgeführte Summation nach a ergiebt daher unter Anwendung der vor- 
hergehenden Formel 

Schränkt man demnach die Allgemeinheit der Function ^ in der Weise ein, 
^ass die Gleichung 

erfüllt ist, so genügt eine solche Function ^ auch dem Gleichungssystem 

«3. h. die Function ^ ist hinsichtlich ihrer Abhängigkeit von den Argu- 
:Kiienten x^t^ ein Integral des Systems (5.) von Differentialgleichungen. 

Die Gleichung (7.) sagt aus, dass ^(D, D', ...) eine homogene 
ITunction ihrer Argumente /),/)',... der Dimension Null ist. Man kann 
<3aher den Satz als bewiesen betrachten: 

Eine jede homogene Function nuUter Dimension der Argumente JD, D\... 

l8t, betrachtet als Function von x^a\ eine Invariante erster Ordnung in Bezug 
^uf die Variabein Xi^.-.^x^. 

Es soll nun aber auch nachgewiesen werden, dass eine solche 
f unction ^ (Z), D', •..) die allgemeine Lösung des Systems (5.) der Differential- 
gleichungen darstellt. Zu dem Ende ist der Beweis zu liefern, dass die 
Anzahl der von einander unabhängigen Argumente der Function ^ genau gleich 

rm—r^ 
Ist. 

Die Anzahl aller Determinanten r-ten Grades D, /)',.•• ^^r Matrix ÜJI 

ist gleich (^) , und da wegen der vorausgesetzten functionalen Unabhängig- 
keit der Veränderlichen Xiy...^x„, keine der Determinanten verschwindet, so 
ist auch die Anzahl sämmtlicher Argumente von *(D, D', ...) gleich (*^). 

Soll daher die Anzahl der in $(/>,/)', ...) vorkommenden unabhängigen 
Argumente gleich ritt— r^ sein, so müssen unter ihnen 

(:)-r(i»-r) 

Unabhängige Relationen bestehen. 
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Nun ist erstens die Function ^ eine homogene Function der Dimension 
Null. Diese Bedingung ist z. B. identisch damit, dass ^ nur von den 

Quotienten -^, fT^"' ^I^^^^^S ^^^' ^^^ Bedingung der Homogeneität der 

Function ^ ist daher äquivalent dem Bestehen einer Relation zwischen den 
sämmtlichen Argumenten D^D\... . 

Zweitens aber sind die Argumente D, D\.,. sämmtlich Determinanten 
einer und derselben Matrix SSi. Man ist daher vor die Aufgabe gestellt, 
die Anzahl der Relationen zu ermitteln, welche zwischen den Determinanten 
einer Matrix bestehen. 

Diese Beziehungen zwischen den Determinanten einer Matrix sind 
der Gegenstand einer Untersuchung des Herrn Vahlen*) gewesen; sie ergeben 
sich sehr leicht auf dem folgenden, von Herrn Vahlen angegebenen Wege. 
Setzt man, unter «j, «2, ...,a^ irgend r verschiedene der Zahlen 1, 2, ...,m 
verstehend, 

'*'«, ? •*'«! ? • • • 7 •*'ai 
^(0 ^(2) ^(r) 

•*'a/l ^a^ J • • • ? •*'a^ 

und bezeichnet mit A\^^ die Adjuncte des Elements a?P^ in der Determinante 
D, 2 D BO dass 

SO ergiebt sich nach dem Multiplicationsgesetz der Determinanten 

= I ö), 2,... ,1-1, a^, • + !,.. .,rh 

d. h. ausgeschrieben 



= /) 



a„a,....,a^ 



7) . D»"-^ — 






*) üf. 7%. Vahlen^ über die RelationcD zwischen den Determinanten einer Matrix. 
Dieses Journal Bd. 112, S. 306. 
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Dies sind die gesuchten Relationen; die Anzahl der von einander unab- 
hängigen unter ihnen ist ebenfalls von Herrn Vahlen*) bestimmt worden und 
beträgt 

(8.) (-)_i-r(m-r). 

Aus der Bedingung der Homogeneität der Function 

und aus der Thatsache, dass ihre Argumente sämmtlich Determinanten einer 
und derselben Matrix ^ sind, folgt daher, dass zwischen den Argumenten 
der Function ^ in der That 

1+ (™) -l-r(m-r) = (^*) -r(m-r) 

unabhängige Relationen bestehen, was zu beweisen war. Die homogene 
Function der nullten Dimension *(/), D', ...) enthält also genau r(m--r) 
unabhängige Argumente und ist daher das allgemeine Integral des Systems (5.) 
der Differentialgleichungen des Problems. 

Jede Invariante erster Ordnung lässt sich darstellen als eine homogene 
Function der Dimension Null, deren Argumente die Functionaldeterminanten 
T-ten Grades der Matrix 

'■ dXa I 
-^S I (a=l,...,m; »=!,... ,r) 

; ÖM* I 

sind; die Anzahl aller unabhängigen Argumente der Invariante ist mr-^r^. 
Damit ist das Problem hinsichtlich der Invarianten erster Ordnung 
«riedigt. Bevor in die Erörterung einiger Anwendungen eingegangen wird, 
mögen die Resultate der vorstehenden Untersuchung kurz zusammengefasst 
werden. 

Es seien x^^...^x„, m Variable, welche von r Parametern 
Ui^.,.jUr abhängen. Damit eine Function von Xi^..,^x^ und den 
partiellen Ableitungen erster Ordnung dieser Variablen nach den 
Parametern eine Invariante sei in Bezug auf jede beliebige Sub- 
stitution der Parameter, sind folgende Bedingungen nothwendig und 
hinreichend: 

1) die Anzahl der Parameter ist kleiner als die Zahl der 
Variablen (r<C.m); 

♦) A. a. 0. S. 308. 
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2) die Argumente o^i, ...,a;„„ welche stets als von einander 
functional unabhängig angenommen werden können, dürfen in der 

Function in beliebiger Weise auftreten, die Argumente g--, ..., ~^ 

aber nur so, dass die Function sich darstellen lässt als eine homo- 
gene Function nuUter Dimension, deren Argumente die Functional- 
determinanten r-ten Grades sind, welche sich aus der Matrix 



Öx, 


ex.. 


dx„, 


i ö«,' 


ö«.' •• 


•' a«, 


■ dx, 


dx.. 


dx„ 


du./ 


du./ •• 


•' du. 


' dx, 


Ö3 


dx„. 


; du,: 


du/ 


•' dUr 



bilden lassen. 

5. 

Anwendungen. — 1. Die Zahl der Parameter sei 1; 1« der Parameter. 
Um Invarianten bilden zu können, müssen mindestens zwei functional un- 
abhängige Variable x, y vorhanden sein; das Gebilde ist eine ebene 
Curve. Daraus folgt z. B., dass eine von einem Parameter abhängige 
Schar ebener Curven keine Invariante (ausser Constanten) besitzt. Die 
Matrix 2J2 ist einzeilig 

Il dn'^ du ;: 

Die Invarianten erster Ordnung sind homogene Functionen der 
Dimension Null von ,~, J^-. Die einfachste Invariante ist der Differential- 

dn^ du 
quotient 

dy 

du dy 

dx '^ dx* 

du 

alle Invarianten erster Ordnung sind von der Form 

unter (f eine beliebige Function ihrer Argumente verstanden. 
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Sind die fnnctional anabhängigen Variablen x^ y^ :& vorhanden, so ist 
das Gebilde eine Raamcnrve und die Matrix 

<m _ ^^ ^y ^* I 

du ' du^ du :^ 

deren Determinanten f , y^ , / selber sind. Relationen bestehen auch 

du^ du^ du 

hier nicht, und überhaupt nicht, wenn das Gebilde nur von einem Parameter 
abhängig ist. Die einfachsten Invarianten sind die Quotienten ^, ^, und 
jede Invariante ist von der Form 

/ d^ dz\ 

2. Die Zahl der Parameter sei jetzt 2, die Parameter u und ©; damit 
Invarianten existiren, muss die Zahl der von einander fnnctional unabhängigen 
Variablen mindestens gleich 3 sein. Man bezeichne sie mit x, y, s; das 
Gebilde ist eine Fläche. Die Matrix 9}i ist zweizeilig: 



- I 



! dx dy 9ä I 
\ du du du 



dx dy dz 

dv dv ~dv 



ihre Determinanten sind in der Bezeichnung der Functionaldeterminanten 

^(^,y)- 0(11,1))' ^<^«''*>>-öc«i,r)' ^<^*'^^ -0(1.71;)' 

zwischen denen keine Relationen bestehen. Setzt man 

D\x,y) + D'iy,znD\z,x) = 2:D'{x,y) = a, 

wo unter dem Zeichen S ohne Index die durch cyklische Permutation von 
x^y^z zu bildende Summation verstanden werden soll, so ist zwar a keine 
Invariante, wohl aber jeder der Ausdrücke 

]fa ' Vfl ' ia 

zwischen denen die Gleichung 

r+T+z'^ 1 

besteht. Die geometrische Bedeutung der Invarianten X, y, Z ist be- 
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kanntlich die, dass A' z. B. den Cosinus des Winkels darstellt, den die 
positive Riehtang der ar-Axe mit der Flächennormalen bildet Die Grösse 
a ist die Diseriminante der quadratischen Differentialform, welche das Quadrat 
des Linienelements darstellt. Jede Invariante erster Ordnung lässt sich als 
Function von -¥, V, Z darstellen, z. B. 

P = xX+yY-^zZ, 

der Abstand der Tangentialebene vom Coordinatenanfang, u. s. f. 

Zu den drei Variablen x, y, z trete noch eine vierte, y, während die 
Zahl der Parameter unverändert bleibe. Die Matrix ist 

\ dx öy dz ö(jp 

|! 9 /i ' ö M ' du^ du 

[ dx f^v ciz dtp 

II ör ' dv' öv ' dv '■ 

zwischen deren sechs Determinanten nach der Formel (8.) eine Relation 

-2'D(x,j,).D(a,</)) = 

besteht. Zu den Invarianten A', Y, Z kommen noch die folgenden, auf ent- 
sprechende Weise gebildeten: 

]a ya \a 

welche von Beltrami in die Flächentheorie eingeführt sind*) und im Folgenden 
auch kurz als Ö-Invarianten bezeichnet werden sollen. Weil 

X=0(y,z\ Y=e{z,x), Z = ö(a:,y), 

so ist jede von einer willkürlichen Function ip abhängige Invariante 
erster Ordnung durch die sechs Ö-Invarianten darstellbar, zwischen denen die 
Gleichungen 

^0(x,y)^0(z,ip)^{) 

bestehen. Die Function (p ist im allgemeuien ganz beliebig zu nehmen, nur so, 
dass von den Grössen x, y, z, y, als Functionen der beliebigen Parameter u 
und f> betrachtet, keine zwei von einander abhängig sind. Man kann 
demnach z. B. der Reihe nach auch ip gleich X, Y^Z setzen; auf diese Weise 

*) Vgl. G, Darboux, Le^ons sur la thcorie generale des surfaces, t. III. S. 197 ff. 
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ergiebt sich aas dem Bestehen der drei, aus der zweiten der vorstehenden 
Gleichungen folgenden Relationen die Gleichung 

\d(x,X), 0(y,X). OCz.X)^ 
(9.) 'ö(a:, K), Ö(y, y), ö(ä, r)| = o. 

\0(x,Z), ö(i,,Z), Ö(3,Z)! 

Invarianten, welche ausser den Ableitungen der drei Coordinaten x, y. z 
noch die von willkürlichen Functionen y, ... enthalten, werden nach Bianchi*) 
Diflferentialparameter genannt. Danach sind 0{x^ip\ 6{y,(p), Ö(«,y) Diffe- 
rentialparameter, und daher auch 

(10.) .^y = 2:d\x,ip). 

Die Ausrechnung dieser Invariante zeigt aber, dass sie sich in die Form 



°"(|f)'-^°..|flf>-.(s-!)' 



'^ a 

bringen lässt, in der a^^ a^, a^o die im Linienelement der Fläche 



ds =\^ Oll dü^+2ai2 du dv + ehi dv^ 
auftretenden Coeflficienten, und a, wie vorher, ihre Discriminante bezeichnet. 
Die durch die Formel (10.) definirte Invariante ist daher identisch mit dem 
Beltrami^chQu Differentialparameter. Nimmt man umgekehrt die Gleichung 
(11.) als Definitionsgleichung, so liefert die Formel (10.) die explicite Dar- 
stellung des Bellrami^chen Differentialparameters als Invariante, während 
gewöhnlich seine Invarianten- Eigenschaft in dem hier zunächst betrachteten 
Sinne aus geometrischen Gründen oder durch directe Substitution anderer 
Parameter nachgewiesen wird. 

Auf diesem letzteren Wege, wie er meistens eingeschlagen wird, 
beweist man allerdings zunächst nur, dass die durch die obige Formel (11.) 
definirte Function eine Covariante der quadratischen Differentialform 

A = a,i dfii^+ 2ai2 du rfr-}- 022 dfi^ 
ist; eine Invariante in dem Sinne, dass ihr Werth von der Wahl der krumm- 
linigen Coordinaten nicht abhängt, ist aber die rechte Seite dieser Formel 
erst dann, wenn die Differentialform A eine solche Invariante, z. B. wenn 
A = ds^ ist, was principiell eines besondern Beweises bedarf. 

*) L. Bianchi, Lezioui di geometria differeiiziale, § 22. 
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Es ist jedoch darauf hinzuweisen, dass die Formel (11.) von einem 
andern Gesichtspunkte aus mehr aussagt als die Darstellung (10.) durch 
0-In Varianten; aus der ersteren ist nämlich, da die Grössen On, a^, an 
von der Wahl der cartesischen Coordinateu nicht abhängen, unmittelbar 
ersichtlich, dass auch ^ (p von der Lage der Fläche im Räume unabhängig 
ist. Hierüber vergleiche man weiter unten. 

Tritt zu den Functionen rc, y, », (p noch eine yj, so ist die Matrix 

1 dx dy dz dtp dip '! 
du du du du du \\ 

dx dy dz dq> dip y 

j dv do dv de dv >. 

zwischen deren Determinanten zufolge der Formel (8.) drei Relationen be- 
stehen, welche sich in die Form 

^/)(a:,y).Z)(3,</)) = 0, 

-2'Z)(x,y).Z)(«,i//) = 0, 

setzen lassen. 

Führt man daher, wie vorher, die Ö-In Varianten ein vermöge der 
Gleichung 

so bestehen zwischen den d-Invarianten dieselben Relationen wie zwischen 
den Functionaldeterminanten /)((/), t/O- 
Die Invariante 

(12.) z/((^,v^) = -2'ö(x,!p).ö(a:,vO 

ist identisch mit dem J3e//ramischen Zwischenparameter 

d(p d\V /dff dip dtp d(p\ dq> d\p 

^ . V ^" öiT ~d^ö~^''' ^du ~dc ^ dw ö^/ +^" ö^ du ; 

die Formel (12.) gibt seine explicite Darstellung als Invariante. Die An- 
wendung der bekannten Zogrraiigreschen Identität auf die Formeln (10.) 
und (12.) liefert die Relation 

j(ig>,ip) jip I -^^v^'V^;. ; 

*) Darboux^ a. a. 0. 



B. Rothe, zur Theorie der Differential-Intarianten^ 



259 



Man betrachte endlich sechs Variable a?, y, ä, % V? X* Unter den 
Determinanten der Matrix 



9K = 



Öj: dy dz dq> dip 8% 
du du du du du du 

da dy dz dq> dtp dx [ 

i dv ~dv dv dv dv dv 



bestehen sechs unabhängige Relationen, welche sich nach Einführung der 
^-Invarianten in folgender Form schreiben lassen 

:se{x,y)e(z, x) = o, so{(f.,^)d(za) = o, 

unter S die durch cyklische Permutation von 9), 1//, x auszuführende Summation 
verstanden. Aus den drei ersten dieser Relationen folgt 

d(x,(p) e(ti,(p) e{z,(fi) I 



(13.) 



|öa|= e{x,xp) e(y,ifj) ö(3,v^)i = o, 



^(.^.x) 0{y.x) Ö(«, ;f)i 
und daraus, wie leicht zu beweisen, 

^(.%X) ^(^iX) ^x 

und da die Gleichung (13.) auch eine Folge der drei letzten der vorstehenden 
Relationen ist, so ergiebt sich gleichzeitig 

Ö(y, z)\d{z,x):d{x, y) = adj ö,^ : adj ^2^ : adj Ö3 „ 
O(M^,X)''0{X,v)'O{(p,xp) = adjö,,:adjö,2:adjtf«3 



und daher 



H}PiX) . g(x,y) . ÖCjP, ip) ^ adj 6a, . adj^ ^ adj[ö«3 
^ (y» ») ' 0(z,x) ' (x, y) adj Öi^ ' adj Öi^ ' adj d^ß' 



Nimmt man nun cp = X^yj =^ Y^x = Z, so geht die Gleichung (13.) in die 
frühere (9.) über; weil aber infolge der Relation 

2:r=^ 1 

die Determinanten 



260 Ä. Roihe^ zur Theorie der Differeniial^Intarianten, 

\ dX dx dx \ dX dx dx i 

! du du de \ de da dv \ 

^^ ^ §1 ^ und i -^ ^^ ^^ i 

du du dv ^ de du do 

i dZ dz dz ' dZ dz dz 

du du de 9o du de 

verschwinden, also homogene lineare Gleichungen zwischen den Elementen 
der einzelnen Zeilen in den vorstehenden Determinanten bestehen, so folgt, 
dass die Verhältnisse 

Ö^K^Z) ^ ö(Z,JO ^ (X, Y) 
d(y,z) 0(z,x) 0(x,y) 

einen und denselben Werth besitzen, welcher mit & bezeichnet werden möge. 

Von ihm wird in der Theorie der krummen Flächen nachgewiesen, dass er 

mit dem Gat^^schen KrUmmungsmass identisch ist*). Durch die Gleichungen 

ff(Y.Z) ^ d(Z,X) ^ d(X.Y) 
0(y,z) - 0(iz,x) 0(x;y) 

oder 

ist also das Gati^^sche KrUmmungsmass als Invariante der Fläche dar- 
gestellt. 

Die Invarianten tf (a:, A^, ..., also auch & sind von der zweiten Ordnung; 
sie lassen sich nach dem Vorstehenden mit Hülfe der wiederholten An- 
wendung der Ö-Operation darstellen. In Bezug auf die Invarianten beliebig 
hoher Ordnung lässt sich aber der Satz beweisen, dass sie sämmtlich durch 
wiederholte Anwendung der invarianten Operation tf(y, v) und J(qi) dar- 
stellbar sind**). Da nun aber die Invariante J((p) vermöge der Formel (10.) 
selbst durch ^-Invarianten ausdrUckbar ist, so folgt daraus: 

Jede Invariante einer Fläche lässt sich durch wiederholte Bildung 
der d-Invarianten darstellen. 

Für den J5e//ramfschen Diflferentialparameter zweiter Ordnung 

'^^^ - yä VOM \a du ya de^^ dv V,/^ de yä dJ) 

*) GausSy Disquis. circa superf. curv. art. 7. 

**) Man vergl. G, Darboux, a. a. 0. S. 204, wo dieser Satz für BiegungsinvarianteD 
bewiesen wird, und den folgenden Abschnitt 6 dieser Arbeit. 
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ist eine solche Darstellung z. B. gegeben durch die Formel 

wie sich leicht dadurch nachweisen lässt, dass man den Differentialparameter 
in die Form 

bringt, deren Coefficienten A^ ß, C von den drei im Linienelement auf- 
tretenden Fundamentalgrössen an, öi.>, a»2, -^u und J5,j aber von diesen und 
von den CAm/oy/fe/schen Symbolen 

\ik\ 

l A 1 
abhängen. 

Die mittlere FlächenkrUmmung ist nach einer bekannten ße/Zramtschen 
Formel**) gegeben durch 

also nach dem Vorstehenden in der Form 

Ö(y,i5) Ö(.,a:) Ö(x,i,) 

oder 

durch ^-Invarianten darstellbar. 

Ueber weitere Darstellungen flächentheoretischer Invarianten durch 
^-Invarianten vergleiche man in erster Linie die Abhandlung des Herrn 
Frobeinus „Ueber die in der Theorie der Flächen auftretenden Diflferential- 
parameter^ ***), in welcher sich auch die meisten der entwickelten Formeln 
für die invarianten Darstellungen der Diflferentialparameter, sowie von H 
und K finden. 



*) J. Knoblauch y Einleitung in 'die allgemeine Theorie der krummen Flächen, 
S. 178. 

•♦) Vgl. z. B. Knoblauch, a. a. 0. S. 182. 

•**) Dieses Journal, Bd. 110, S. 1. Vgl. insbesondere S. lOff. Die hier nach Herrn 
Darboux mit (y, ip) bezeichnete Invariante heisst dort [y, ?/;]. 

Journal für Mathematik Hd. CXXV. Heft 4. 34 
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6. 

Ueber die Invarianten höherer Ordnung. — Man betrachte nun wieder 
die Determinanten der Matrix 

m=^\x^'\\ a=l;::::rO, 

immer für den Fall, dass r<:m, und setze 



D(x,^,,..,x,)^ 






; 7 



X, 



CD ^(O 

a^^ • • • ? 



x^a: I 



WO jeder der Indices «i, ...,«^ irgend r verschiedene der Werthe 1, ...,ii» 
zu durchlaufen hat. Nach dem Vorstehenden ist die Function 

d{x^^,...,x^^) = ^ ' 

in welcher R irgend eine nicht verschwindende homogene Function erster 
Dimension der verschiedenen Determinanten r-ten Grades der Matrix 9Ji 
bedeute, eine Invariante. Zu den m Grössen iCi, ...,a?„, mögen nun noch 
weitere 9)1, 9^2, .•• in beliebiger Anzahl treten, welche keiner weiteren Be- 
schränkung unterworfen seien, als dass jede der Functionaldeterminanten 
Z) (y„,, ..., y,,) von Null verschieden ist; dann ist die Grösse 

ein Differentialparameter erster Ordnung. 

Man setze nun r der Functionen 9>i, ^i»-« gleich ti|, tij, ..., ^n die 
übrigen aber nehme man als von ti„..., fi^. verschieden an und so, dass die 
derart gewählten Functionen die oben angeführte Bedingung erfüllen; man hat 
dann, da die Functionaldeterminante Z)(iii, ..., Wr) den Werth 1, die Functional- 
determinante 

aber deu Werth - - hat, unter (f irgend eine willkürliche Function ver- 
standen, die Relationen 

Ö («„...,«,) = ^ 
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Ein specieller Fall des hier ausgesprochenen Satzes ist der bereits 
citirte von Herrn Darboux*) herrührende Satz der Differentialgeometrie, dass 
sich eine jede Biegungsinvariante durch wiederholte Anwendung der Sym- 
bole 6{(p^y^) und J(cp^ip) darstellen lässt. 



Ueber die Fundamentalinvarianten. — Von den im Vorstehenden be- 
trachteten allgemeinen Invarianten sind in der Geometrie diejenigen von 
besonderer Bedeutung, welche gleichzeitig die Eigenschaft besitzen, von 
der Wahl des orthogonalen cartesischen Coordinatensystems unabhängig zn 
sein. Hierher gehören bekanntlich ^y,^(y, y/), /r, u. s. w., nicht aber 
z.B. X=^e(x,y\e{x,cf). 

Solche speciellen, von der Lage des Gebildes unabhängigen In- 
varianten mögen von den allgemeinen durch die Bezeichnung „Fundamental- 
invarianten", aus einem sogleich ersichtlichen Grunde, unterschieden werden. 
Eine Function von m+n Variablen und ihren ersten Ableitungen 

— wobei wie im Anfang dieser Arbeit die Untersuchung zunächst auf die 
erste Ordnung beschränkt sei — ist demnach dann eine Fundamentalinvariante, 
wenn sie 

erstens eine Invariante des Gebildes (a?„...,a:„J ist, 
zweitens ihren Werth nicht ändert, wenn das Gebilde einer Lagen- 
änderung unterworfen wird. 

Die m-fache Mannigfaltigkeit sei als eine euklidische vorausgesetzt. 
Man betrachte nun zunächst eine Function von Xi, ...,a?^, welche bei einer 
homogenen orthogonalen Transformation der a:i,...,a;«, d.h. bei einer 
Drehung des Coordinatensystems unverändert bleibt, so lässt sich leicht nach- 
weisen, dass sie sich stets als Function der Grösse 

(J = ^ X^,^ (a=:l m) 

darstellen lässt. Sind ferner li, ...,i*„, irgend m den Coordinaten .rj. .... ar,,, 
cogrediente Grössen, so ist jede Function des Ausdrucks 

= 2:xj^, 

*) G, Darboux. a. a. (). 8. 204. 
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unabhängig von der Drehung des orthogonalen Goordinatensystems, und 
jede Function f{xi, ..., a:,„; li, ..., ^^) von dieser Eigenschaft ist noth wendiger 
Weise eine Function der Argumente e, a, t = ^ |^*). Nimmt man daher flir 

a 

§r,...,Sm die Grössen a?i*> = fj. -m ^^.? = |^;, welche die Bedingung der 

Cogredienz erfüllen, so ist jede Function /(ari, ..., ir,„; a:[*^, ...,a:,^^), welche 
von der Drehung des orthogonalen Goordinatensystems unabhängig ist, noth- 
wendiger Weise eine Function der Argumente 

a 
(p, r/ =:U, ],..., r: a=s],..., m) 

wobei unter x^^^ die Goordinate rc« selber verstanden wird. 

Von einer Verschiebung des Goordinatensystems sind nun aber nur 
diejenigen der Grössen a,,^ unabhängig, welche die Goordinaten ari,...,a:„. 
nicht enthalten, d. h. die Grössen 

Sie sind demnach Überhaupt von der Wahl des cartesischen Goordinatensystems 
anabhängig; sie gehen für den Fall der krummen Fläche (r = 2) in die 
bekannten Gaw^schen E, F, G über und sollen daher wie diese als „Funda- 
mentalgrössen" des Gebildes bezeichnet werden. Demnach sind auch 

/^ ^Zx^H'^' 

a 
CA,.£/ = l,...,r) 

Fundamental grossen; für den Fall der Fläche, uiid wenn man Snlz^h als 
Goordinaten der Gauss^chen Kugel wählt, entstehen daraus die Fundamental- 
grössen zweiter Ordnung L, üf, iV, in der von Herrn Knoblauch angewandten 
Bezeichnungsweise. Die bekannten Gauss^chen Grössen Z), D\ D" sind keine 
Fundamentalgrössen. 

Dabei ist zu bemerken, dass die Fundamentalgrössen im allgemeinen 
keine Invarianten des Gebildes sind. 

Man betrachte nun wieder die Fundamentalinvariante erster Ordnung 

t/ — r [^jji , . . . , a;„, , ff ^ , . . . , c^ „ ^ . 



*) Man vergl. hierüber u. a. die Arbeiten Lies über die iDvarianten der Gruppe 
der Bewegungen (z. R. Lie-Scheffers, Vorlesungen über continuirliche Gruppen, S. 674). 
Bei Lie werden Grössen wie die obigen (>, a, r ebenfalls als „Differentiale-Invarianten 
bezeichnet. 
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Nach dem Vorstehenden dürfen in ihr die Coordinaten a?i, ..., j?„, selbst nicht 
auftreten; sie muss sich daher in der Form 

J = * («n, ..., «rr; (Pu •-. Vi.; V^l\ -M Vn^) 

ausdrücken lassen. Diese Darstellung besagt, dass J von der Wahl der 
cartesischen Coordinaten nicht abhängt. Da nun aber ferner J eine In- 
variante des Gebildes ist, so muss die Function ^ den Differentialgleichungen (5.) 
S. 247 Genüge leisten. 

Man erhält auf diese Weise diejenigen Differentialgleichungen, welchen 
jede Fundamentalinvariante erster Ordnung zu genügen hat. Das allgemeine 
Integral derselben, welches sich in ähnlicher Weise wie bei den allgemeinen 
Invarianten des Gebildes als homogene Function nuUter Dimension von 
Functionaldeterminanten darstellen lässt, liefert die sämmtlichen Fundamental- 
invarianten erster Ordnung. 

Man zeigt leicht, dass 

^ \ 1 

w. 8. w. diese Eigenschaft besitzen, wo a = -S' + öj, ... a^^. 
Weil ferner jede quadratische Form 

A=^ U axu dui du^ 

der Differentiale dui^...^dur^ deren CoefBcienten Fundamen talgrössen sind, 
die Eigenschaften einer Fundamentalinvariante besitzt, so sind sämmtliche 
„absolute Invarianten der Form" (in dem in der Theorie der Formen ge- 
bräuchlichen Sinne) auch Fundamentalinvarianten des Gebildes, für welches 
die Coefficienten a^^ Fundamentalgrössen sind. 
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im BerUhrnngöpunkt der beiden Kugeln die electrische Dichtigkeit gleieli 
Null sein muss.*) 

Für alle andern Punkte der Oberfläche der Kugel Ä, 

0<i<l 

lässt sich der Nachweis der Convergenz der Reihe leicht fUhren. Mia 
benutzt hierzu zweckmässig die Gleichung (28.), in welcher an Stelle iei 
G rosse X = cos^ ^ 9 die Grösse t == cot' \ & eingeführt wurde. In etww 
ausführlicherer Form kann diese Gleichung geschrieben werden 



(30.) ^ 



^nah __ 1 _ 2y— 1 2y4-] _ 

^(iT+T)? ""(l+r)* |(2y-l)» + z]^ [(2y+l)» + T]i . 

2(yi — 1) y + 1 2«y— 1 , 2wy + 1 



[(2(w-l)y+l)' + z]* [(2r/y-l)' + z]? [(2„y+ 1)> + t]* 

worin n alle ganzen Zahlen von 1 bis oo bedeuten kann. So lange die 
Bedingung besteht, dass l — A nicht unendlich klein werden soll, wird t 
eine positive endliche Grösse darstellen. 

Wegen der wechselnden Vorzeichen ist die Convergenz der auf der 
rechten Seite der Gleichung (30.) stehenden Reihe bereits nachg^ewlesen, 
wenn gezeigt wird, dass von irgend einem Gliede an die Glieder der Reihe 
ständig abnehmen. 

Die betrachtete Reihe hat nun die Eigenschaft, dass im allgemeinen 
die Glieder vom ersten bis zu einem gewissen Gliede G stÄndig anwachsen. 
Bei G erreicht der absolute Werth der Glieder ein Maximum. Von G ab 
nehmen die Reihenglieder wieder ständig ab. Der Beweis ist einfach. 

Schreibt man die Gleichung (30.) wie folgt 



(31.) 



A (1 + z)t " 0+"^)? (*] + t)^ (ix-; +7)4 ~ ■ ■ ■ 

(x:.^i'+ r)V "" (xi +T)i "^ (x^^'+Tß ' 



*) Denkt man sich nämlich an Stelle des Berührungspunktes eine kleine Be- 
rührungsfläche, etwa eine sehr kleine ehene Kreisfläche, so können die beiden Kugeln 
zusammen als ein einziger Leiter und die Punkte jener ebenen Kreisfläche als innere 
Punkte des Leiters aufgefasst werden. In den inneren Punkten eines Leiters befindet 
sich nirgends getrennte Electricität. Diese Schlussfolgerung bleibt bestehen, auch wenn 
man zur Grenze übergeht und die ebene Kreisfläche beliebig klein werden lässt. 
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worin allgemein bedeutet 

x- = 2«y— li 

^ (« = 1 bis oo), 

x:^2nr + V ^' 

so hat man, da y grösser als 1 ist, 

Diese dem Zahlenwerth nach auf einander folgenden positiven 
Grössen x können offenbar als diejenigen Abscissen der Curve 

X 

betrachtet werden, deren Ordinalen y die Reihenglieder selbst repräsentiren. 
Diflferentiirt man in dieser Gleichung nach x und setzt den Diffe- 
rentialquotienten gleich Null, so ergiebt sich, dass das einzige positive 
Maximum von y, welches vorkommt, für 

erreicht wird; man erhält für diesen Werth 

Dasjenige Glied der betrachteten Reihe, welches mit seinem absoluten 
Betrage diesem Werthe am nächsten kommt, ist das oben mit G bezeichnete 
grösste Glied. Von G ab nehmen die Glieder der Reihe ständig ab, d. h. 
dieselbe convergirt. 

Wird einer der beiden Gleichungen 

Xn = a?* 
oder 

Xn = X* 

d.h. 

(32.) 2nY-l = ^Jl 

oder 

(33.) 2ny+l=|/| 

durch eine ganze Zahl n genügt, so wird das Reihenglied 

in y-X 

i(2i,y-l)'+"# 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 4. 35 
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bezw. 

2ny+J_ 

{(2ny-{-iy + T]^ 

das grösste Glied G der ganzen Reihe sein. 

Aber auch im allgemeinen Falle, d. h. dann, wenn weder die 
Gleichung (32.) noch die Gleichung (33.) flir n eine ganze Zahl ergiebt, 
kann man zur Bestimmung der Stelle, an welcher das Glied G stehen wird, 
durch folgende Ueberlegung eine Regel erlangen. In diesem Falle muss 
sich das Maximum y„,„^ einschalten zwischen zwei Reihengliedern von der 
Form 

und 

[Gleichung (31.)]; es muss also die Bedingung erfüllt sein 

a?„_, <.T <a:„ 
oder 

2(«~l)y+l<|/^;<2«y+l 
d. h. es muss auch sein 

4(/2'-l)<"<J,(/2-l)+l- 
Aus dieser Ungleichung geht hervor, dass n die nächstgrössere auf den 
Werth ^\^^^'-'\) folgende gansse Zahl sein wird. Diese Zahl n ergiebt, in 

eines der auf der rechten Seite der Gleichung (30.) zuletzt angeschriebenen 
drei Glieder eingesetzt, das grösste Glied G der Reihe.*) 



*) Von diesen drei Gliedern kommen wieder, wie man leicht erkennt, für die 
Bestimmung des Gliedes G nur die beiden ersten oder nur die beiden letzten in Betracht, 
je nachdem 



^^ 1 
^2y 



(ii+i)- 
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k^ Wir gehen nun dazu über, aus Gleichung (29.) die Zahlenwerthe 

— - für verschiedene Werthe von t zu berechnen, also Zahlen zu be- 
stimmen, welche den electrischen Dichtigkeiten auf zwei gleich grossen, 
sich berührenden Kugeln proportional sind. 

Versucht man die Berechnung direct nach Gleichung (29.) durch- 
zuführen, so ersieht man bald, dass namentlich für solche Punkte der 
Kugeloberttäche, welche in einiger Nähe des Berührungspunktes der beiden 
Kugeln liegen, die rechnerischen Schwierigkeiten gross werden. Die in 
Gleichung (29.) vorkommende Reihe converght nämlich in solchen Fällen 
nur langsam und es müsste in Folge dessen eine sehr grosse Anzahl von 
Reihengliedern berechnet werden. 

Die Reihe lässt sich jedoch, wie im Weiteren gezeigt werden soll, 
durch geeignete Umformung in eine solche von grösserer Convergenz ver- 
wandeln. 

Für y = 2, d. h. für den hier zu betrachtenden Specialfall geht die 
Reihe (30.) über in 

-inah 1 _ 3 4ii-3 _ 4«-l 

^(1+T)^ ~" (lM-0^ (3* + T)^ [(4n-3)'+V|J [(U-iy+Tf 

•^ ^[(in + iy + T]i [(4ri + 3)^ + T]^5"^' ' 

in welcher Gleichung n wieder jede ganze Zahl von 1 bis oo bedeuten kann. 

Es werde nun für die Folge der auf der rechten Seite der Gleichung 
in der ersten Zeile stehende Ausdruck, welcher, wie leicht ersichtlich, die 
2» ersten Glieder der Reihe enthält, mit W^z« bezeichnet, also gesetzt 

Dann kann auch geschrieben werden 

.^'».«^ - W + T V 1 __ 

J^(4„ + 4v-.3) ^1+ J 



1 

35» 



J] 
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In den Nennern der Glieder des Summenausdrneks kommen Brüche 
vor von der Form 

T 

worin i gleich 1 oder 3 sein kann. Den grössten aller dieser (positiven) 
Brüche erhält mau, wenn man i = 3, v = 1 setzt. Sobald man also Sorge 
trägt, dass 

C36.) (-4„It)*<1 

ist, kann mau iu obiger Reilie die zur -n^Qti Potenz erhobenen Klammer- 

aasdrUcke nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln und erhält, wenn 
man nach Potenzen von x ordnet 

47iah_ _w , ^r 1 1 1 

t)i - '''•''^ ,-f, L(4n + 4v-3y (4n + 4»— 1)0 



(37.) 



^(1+0 

2 '^ ,-f, L(4« + 4.' - 3)' (4n + 4»— 1)0 
^2-4 v=iL(4« + 4.— 3)' (4b + 4»'-1)''J 



Um diese Reihe auf ihre Convergenz zu untersuchen schreiben wir 

4(l+zr)7 

SO dass allgemein sein wird 

^ _ 3-5^(2*--2) »_, r 1 _ _1 _ . _1 _ _ 1 

* ~2-4..(2A— 2) L(4n+l)" (4« + 3J" "^(iw + ö)«* *"'J 

„ _3r...(2i+i) . r 1 _ _i __ _i -1 

*+'~2-4..2* l(4« + l)»+=' (4« + 3)"+-^'*' (4n + 5)«+* '*'J' 

in welchen Ausdrücken k = 2 bis oo sein kann. 

Nun besteht fUr zwei beliebige Zahlen Si und i-i, von welchen Zy 
die dem absoluten Betrage nach kleinere sei, die Beziehung 

l 1 

In+i ^ik+j ^11 

»-' • 1,^2 • 



11 z: k: 

„>A — ^yk 
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Um so mehr wird also seiu 



1 


1 




»1* 

1 


1 


>iU'' 



Mit Benutzung dieser Relation gelangt man leicht zu der Ungleichung 

Gt 2k^ (4n + l)^ 

Gt+i -^ (k+r)(2k+iy T • 

Die Reihe (37.) convergirt also jedenfalls bereits vom Gliede G* an, wenn 

(4n + l)' (* + l)(2& + l) 

Den Grenzwerth, welchem sich der Quotient /,— mit wachsendem * 
nähert, findet man, wenn man setzt 

e* ^ 2*_ 1 _ _4«_+3/ _ V4h + 5/ ^' 

01+, 2* + 1 V i " l" /4n-£l_Y* , " 1 ^4w + "l'7* 



(4»4-l)» (4n"+3)' Mn + S/ "^ (4n+5)' Un + .^z 
Mit wachsendem k nähert sich dieses Verhältniss mehr und mehr dem Werthe 

d. h. die bereits früher aufgestellte Forderung (36) 

(41. + !)'^ 
ist nothwendige Bedingung für die Convergenz der Reihe (37.). 

Wir geben nunmehr der Gleichung (37.) eine etwas andere Form, 
welche unseren Berechnungszwecken besonders dienlich ist. Wir setzen 
allgemein 

(40.) tr,,= l-3i + ^i-,i+..., 

worin k irgend eine ganze Zahl bedeuten soll. Man kann dann auch 
schreiben 

i/« - i 3" ^5« (4n— 1)« 



. i r, .j. ^ 1 

^ ,t', 1(4« + 4» - 3)« (4» +4»' - 1>'*J' 



In der ersten Zeile stehen die 2n etilen Glieder der Reihe U-n] 
in der zweiten Zeile steht der in Gleichung (37.) (mit den Exponenten 
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2ä = 2, 4, 6...) vorkommende Summenausdruck. Zum Zwecke einfacherer 
Schreibweise möge ferner gesetzt werden 



(41.) 



* r 1 11 



Fv;„+(?,-(?,+(?3- 



sodass Uak^'in nichts anderes bedeutet als die Reihe C^t ausschliesslich der 
2» ersten Glieder. In Folge dessen lässt sich Gleichung (37.) wie folgt 
schreiben 

(42.) -^"^-^ = W,„+V,,,„-l £/,.,„ r + f/^ 17,,, r>-... 

Stellt man dieser Gleichungsform die Form (38.) 

4nah 

gegenüber, so ersieht man leicht, dass allgemein geschrieben werden kann 

/AQ\ ^* — ?.^_ ^ J^hk^2n 

eine Beziehung, welche in ausführlicherer Form schon oben bei der Er- 
mittlung des Grenzwerthes | ^--] benutzt wurde. 

Für die Zwecke des numerischen Rechnens empfiehlt es sich schliesslich 
noch, in Gleichung (42.) an Stelle der Grössen t/2jt,2» gewisse Grössen Ü2ifc,2« 
einzuführen, welche durch die folgenden Beziehungen definirt sind 



(44.) 



t^2,2n — '^2,2n7 

vu = 10' 



10* l u,.,„, 



«3-5 
2-4 ^*"'''«' 



a. 



TP __ 1 0'*-^ 3'0..2Äf— 1 ,. 
Die Gleichungen (42.) und (43.) erhalten dann die Formen 



(46.) 



Gki-1 



10' r;k.,,_ 
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Durch Verwendung der Grössen f/aVa« s*^** ^^^ Grössen Uit^-zn wird 
die Anzahl der Decimalsteilen dieser letzteren auf ein für die Rechnung 
bequemeres Mass reducirt. 

Was nun zunächst die Zahlenwerthe Uij, [Gleichung (40.)] anbelangt, 
so begegnet deren genauere Berechnung einigen Schwierigkeiten. 

Während man zur Berechnung der Zahlenwerthe Uik^i die bekannten 
Beziehungen hat 

71 



"' = 4 



und allgemehi 



1 Ek /7rV*+i 

(1 = 1,2,3...), 



iJ'2k^i - 2 1.2.3...2Ä V2>' 

worin tür E^ die bezüglichen £^ti/6rschen Zahlen 

£j = l, E, = 5, £:3 = 61, £4 = 1385,... 

einzusetzen sind, existiren meines Wissens keine einfacheren Beziehungen, 
welche zur Berechnung der Reihensummen l/^t dienen könnten. In den 
Lehrbüchern findet man keinerlei genauere Angaben in Betreff der Zahlen- 
werthe dieser in der Theorie der Vertheilung der Electricität auf zwei sich 
berührenden Kugeln mit Nutzen verwendbaren Reihensummen. Ich habe 
desshalb einige von diesen Zahlen nach verschiedenen Rechnungsmethoden 
bestimmt, nämlich die folgenden 

U, = 0, 915 965 594 177 22 

U, = 0, 988 944 551 741 10 

U, = 0, 998 685 222 218 44 

U^ = 0, 999 849 990 246 829 7. 

Ist man im Besitz dieser Zahlen U-iki ^^ bietet die Ermittelung ent- 
sprechender Zahlen t/^^^n bezw. f/2*,2« [Gleichungen (41.) und (44.)] keine 
Schwierigkeiten mehr. Um die numerischen Berechnungen zu erleichtern, 
wurden denn auch für eine Reihe von Indices (n = 2, 4, 8, 12) die in 
Gleichung (45.) vorkommenden Coefficienten Uiz^^ f^i,?»., l^l-«» und t/^2« 
berechnet und in folgender Tabelle zusammengestellt. Von Interesse 



smo aie jeweiligen vernaiinisse 
Gleichung (46.) gemäss 



bei den Berechnungen sind die jeweiligen Verhältnisse j^-, welche der 
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G, 

Gk+\ 



— 1 0* ^3^' ^^ 



: T 



^2* +2, 2« 

in die Tabelle mit aufgenommen wurden. 

Tabelle der Werthe l/;,,„. 



Ä = 1 

« = 2 r 0,007 4848686 
Gk 46, 8 
Gt+x r 


& = 2 

1,600 858~22 
58,3 

0,110 24615 

213,0 
r 

0,007 083 87 ~ 

827,8 

0,001406 77 
1852, 4 


Ä=3 


Ar = 4 


274, 535 751 
64,3 

T 

5,175 649 7 
231,0 

0,085 5713 
890,2 

0,007 594 5 

1987, 1 

— - 
1 


42 664, 193 

68,2 

T 


n = 4i 0,001930937 
Ct 175, 1 
Gk+i ~ !| T 


224,04691 
242, 2 

T 


« = 8 . 0,000486 862 2 
Gt 687, 3 


0, 961 26 
926, 4 
z 

0,03822 
2064,6 


« = 12i 0,0002167322 
G* 1540,6 



Die Anwendung der Tabelle möge an einem Beispiel erläutert werden. 
Es sei für den Punkt ^ = cos ^ = ~ d. h. für t9 = 60" der Werth 
-^ zu berechnen; man findet dann 

Es genügt für diesen Fall, wenn » = 2 angenommen wird. 
Man hat dann zunächst nach (35.) 

IV == -_i 1_-+ y ^ _ 

'" (1 '' + 3)^> (3' + 3)* (5' + 3)^ (7 ' + 3)t 
oder auch, wie man leicht findet, 

woraus sich berechnet 

»n. = 0,067 910 249. 
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Ferner hat mau nach Gleichung (45.)i bei Benutzung der in obiger 
Tabelle für » = 2 enthaltenen Coefficienten Uik,^ 

^ ^^J?'^ = 0, 067 910 249 - 1, 600 858 • 0, 0003 (o,) 

+ 0, 007 484 869 «?.) - 42 664, 19 • 0, 0003' («o 

+ 274,535 75-0,0003' («o 

Bei den Gliedern G dieser Reihe wurde die jeweilige Bezeichnung 
des Gliedes in Klammern hinzugefügt. Will man nun ein Urtheil darüber 
gewinnen, in welchem Grade die Reihe convergirt, so braucht man nur die 

in der Tabelle für n = 2 angegebenen einfachen Ausdrücke ^— - zu be- 



rechnen. Man hat der Reihe 


nach 






für 












G, 


c. 


G, 


G. 




G, 


G, 


G. 


G, 


die Werthe 












46,8 


öS, 3 


64,3 


68,2 




3 


"3 


3 


" 3 



oder 

15,6 19,4 21,4 22,7; 

schätzungsweise wird sein ^ = 24. Mit Benutzung der beiden letzten 

Verhältnisszahlen lassen sich, ohne besondere Rechnung, auch die Werthe 
der Reihenglieder G^ und Gr, angeben, so dass man erhält 

^8^* = 0, 067 910 249 - 0, 000 480 257 («.) 

+ 0, 007 484 869 («.) - 0, 000 001 152 («o 
+ 0, 000 024 708 («,) - 0, 000 000 002 («o 
+ 0, 000 000 051 ('-■,) 
oder 

-Tr-= 0,075 419 877 -0,000 481411 

= 0, 074 938 466. 
Es wird demnach der gesuchte Zahlenwerth 

^""^^ = 0, 599 507 73. 

Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft i. 36 
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In dieser Weise wurden für eine Reihe von Winkeln & die Werthe 
berechnet, die in der weiter unten folgenden Tabelle angegeben sind. 

Es gelingt nach dieser Methode den Werth --7— beispielsweise noch für 

31 
fji = cos fy = 09 *iif 6 Decimalstellen genau zu berechnen und zwar nur 

mit Benutzung der in der obigen kleinen Tabelle enthaltenen Zahlen. 

Wollte man in diesem Falle —^ direct nach Gleichung (29.) berechnen, 

so würde man selbst mit einem bedeutenden Aufwand von Rechnnngsarbeit 
nicht einmal zu einer greifbar bestimmten Zahl gelangen. 

Der hier (für den Specialfall zweier sich berührenden Kugeln von 

gleichem Radius) berechnete Quotient - steht in einer sehr einfachen 
Beziehung zu dem Verhältniss 

h 

in welchem A„, die mittlere electrische Dichtigkeit auf einer Kugel bedeutet. 

Ist E die (auf beiden Kugeln gleiche) electrische Ladung, so hat 
man zunächst 

Ferner lässt sich das Potential A hier bekanntlich wie folgt aus- 
drücken 

A - -^- . 

~ alog2 

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen iS, so ergiebt sich 

1 __ 1 4na 



Multiplicirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung mit A, so erhält man 

Ä __ 1 /47ia 

ä;: ~" rog2 \ä 



^^^'^ rr= w2 v-i-> 



eine Gleichung, nach welcher sich die Verhältnisse v- leicht berechnen 
lassen. 
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worin bedeuten 



1— ^» 



*2i» — (1~^) l_t«g*»' '^^ "" ^ 1 { 



>^4«? 



1-f' 



1~- 



«?in = S^ 



Je nachdem man nun die electrisclie Dichtigkeit für den inneren oder ftir 
den äusseren Centralpunkt der Kugel Ki bestimmen will, hat man in obiger 
Gleichung ^/ = ± 1 zu setzen, so dass die Beziehungen entstehen 

4:nah =- A [1+ 2! s,„ ^-- .5! - ß ^ W2» ..^^ xr 

Von diesen beiden Gleichungen erhält man offenbar aus der einen 
die andere, wenn man /^„ und «2» bezw. mit — f-2., und — 1?2„ vertauscht, oder 
auch, wie sich mit Berücksichtigung der oben angeführten Ausdrücke für 
*2«j ^2«? «in» ^zn leicht ergiebt, wenn man ^ mit — ^, Ä mit —B vertauscht. 

Die Gleichung für den äusseren Centralpunkt (^« = — 1, A = 0) ergiebt 
sich unmittelbar aus (17.); es ist für denselben 



(48.) 









Die Gleichung für den inneren Centralpunkt muss daher sein 



(49.) 






Ist A = B^ so kann man einfacher schreiben 

In dieser und in der folgenden Gleichung sind die oberen oder die unteren 
Zeichen anzunehmen, je nachdem der innere oder der äussere Centralpunkt 
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in Betracht kommt. Elimiiiirt man aus den S. Iö8 augeführten Gleichungen 
zur Berechnung von q^ die Grösse c, so erhält man die Beziehung 

q' _ aq^ + b 
F "" bq' + a 

Für gleich grosse Kugeln (a = h) ist also I = qf und Gleichung (50.) geht 
über in 

^^^•^ A " iqi? l(l±g)' (1±9')' ^ a±9T ^ J' 

eine zu Berechnungszwecken ganz brauchbare Reihe, welche sich meines 
Wissens in den Lehrbüchern nirgends angegeben findet. Die von Kirchhoff 
für die gleichen Specialfälle entwickelten Reihen sind wesentlich com- 
plicirteren Baues. 
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lieber rationale Functionen bilinearer Formen. 

(Von Herrn P. Muth in Osthofen). 

JJie folgenden Ausführungen fussen auf der in Artikel II gegebenen 
Darstellung einer ganzen Function einer irreducibelen (elementaren) bilinearen 
Form mit contragredienten Variablen, welche die W^efer«/ra«*8che Normalform 
besitzt. Zunächst gestattet dieselbe, zwei fundamentale Theoreme der Formen-- 
theorie sehr einfach neu abzuleiten (Artikel III); dieselben werden in 
Artikel IV verallgemeinert werden. Dann werde ich die genannte Darstellung 
benutzen, um die Aufgabe zu lösen, die Elemenlartheiler der charakteristischen 
Determinante einer rationalen Function einer bilinearen Form zu bestimmen, 
fvenn die Elementartheiler der charakteristischen Determinante der bilinearen 
Form bekannt sind^ was nicht nur rein theoretisch von Interesse, sondern 
auch für die geometrische Anwendung der Formentheorie im Gebiete der 
CoUineationen unentbehrlich ist (Artikel V — VII.) 

Wiederholt wende ich ein Princip an, von welchem Herr Frobenius 
in seinen Arbeiten über bilineare Formen häufig Gebrauch gemacht hat 
Ich habe versucht, demselben eine Fassung zu geben, welche die grösst-^ 
mögliche Allgemeinheit besitzt (Artikel I). 

I. Sind U^V,W^..,^Z bilineare Formen von je 2fi Variablen a:., Uj, und 
0?, y, :5, . . ., / unabhängige Variable, so sei H eine ganze Function aller dieser 
Formen und Variablen, also entweder selbst eine bilineare Form, oder auch, 
in dem Falle, wo l/, K, fF, ..., Z in H nicht vorkommen, einfach eine ganze 
Function der Variablen a:, y, «, ..., /*). Es bestehe nun für beliebige Werthe 

*) l'eber symbolisches Rechnen mit bilinearen Formen vergl. § 2 meines Buches 
„Theorie und Anwendung der Elementartheiler" Leipzig 1S99 (Im Folgenden citirt mit E T.} 
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von or, y, 3, . . ., / bezw. ftir beliebige Werthe dieser Variablen und der Variablen 
Xi^üi die Gleichung 

i/=0. 

„Setzt man in dieser Gleichung für eine der Unbestimmten j;, y, «,..., f, 
etwa für a:, eine Form A von 2fi Variablen ar„ u^^ welche mit jeder der Formen 
ü, K, fV, . . ., Z vertauschbar ist, oder, wenn H nur von den a:,y,5,...,f abhängt, 
eine beliebige Form A^ so erhält man wieder eine richtige Gleichung/^ 

Wir bringen, um dies zu beweisen, die Form oder Function Ä die 
in X vom Grade fi sei, durch ganze Operationen auf die Gestalt 

(1.) x''H, + x'H, + -' + x^H,,, 

wo fl;„ £fi, ..., ^^ wieder Functionen (bezw. Constante) oder Formen der 
oben definirten Art vorstellen, die aber von x unabhängig sind. Dabei ist 
bei der Bildung symbolischer Producte auf die Stellung der Formen 
l/, K >K, ..., Z genau zu achten. Da der Ausdruck (1.) fllr beliebige Werthe 
von x Null ist, so muss 

sein; daher ist auch die Form 

(2.) A'H,+ A'H, + -' + A^H^ 

gleich Null. 

Jetzt denken wir uns in H 

X = A (a;" = ^" = £ = XiUi + X2U2-\-'"+x^u^) 

gesetzt, wodurch H in die Form K übergehe. Dann können wir stets, da 
nach Voraussetzung A mit t/, K, W^,..., Z, also auch jede Potenz von A mit 
jeder ganzen Function von (/, F, fF, ..., Z vertauschbar ist, durch ganze 
Operationen, die denjenigen völlig analog sind, durch welche H in (1.) 
übergeführt wurde, die Form K auf die Gestalt (2.) bringen. Daher ist 
Ä' = 0, w. z. b. w. 

Setzt man in der Gleichung ff == für y eine mit A bezw. mit 
i4, t/, F, FF, ..., Z vertauschbare Form Ä, so erhält man nach dem eben 
Gezeigten wieder eine richtige Gleichung, ü. s. w. Also: 

Am der Gleichung H = geht dadurch eine richtige Gleichung hervor, 
dass man in ihr für beliebig viele der Unbestimmten x^y yZ^ ,..^1 Formen 
A^ByCy.., setzt, die zu je zweien unter sich, und falls H nicht nur von 
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x,y,z,,..^t abhängt, sätnmtlich mit den Formen U, K, W,...,Z eertauschbar 
sind.^) 

II. Es sei eine ganze Function iw-ten Grades der Variablen r 

gegeben. Dann ist bekanntlich, wenn /; = /^*^ (r) gesetzt wird, 

filr beliebige Wertlie von x nnd y. Bedeuten daher A und B vertauschbare 
Formen, so ist nach Art. I 

(3.) fiiA + B) = f(A) + f^-[fB+f''^^f) B^+„. + f^fl B\ 

Wir setzen nun in (3.), was erlaubt ist, 

A = cE = cu^^ ß = XiU2 + X2U^-\ l-iCn-iW« (•::>»). 

wo c eine Constante bedeute. Da hier 

und 

Ä' = Xifh+X2U4 + "'+x„_.iU,, B^ = x,ii4 + a:2W5+---+a:,_3i/„, 

, ß-^ = rr,f«,, ß« = 

ist, so erhalten wir, wenn wir noch 

cw,+ (iriW2 + a?2W3 + -- + a;,_iW«) = A + B = J 
setzen, die Gleichung 



(4.) 



f (q) 

f{J) = /'(c)ti,+ 'jY (a?iM2+a?2W3 + -- + ir„.ifi,) 



die für jedes m^n gilt. Bei » — 1 denken wir uns die eingeklammerten 
Ausdrücke in J und in (4.) rechts Null gesetzt. 

Sind a?j, u^ contragrediente Veränderliche, so ist J eine irreducibele 
bilineare Form dieser Variablen [ET S. 153]. Ist A eine andere elementare 
Form der a:„ Uf, und ihre charakteristische Determinante |rE---4| = (r—cy^ 

*) Man vergl. zu diesem Artikel: Frobenius^ Ueber vertauschbare Matrizen^ 
Sitzb. der Berl. Akad. (1896), S. 601 fl*., § 1. 
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80 sind A und J ähnliche Formen [ET Art. 77]; aber auch die Formen f(A) 
und /(/) sind ähnlich.*) Also: 

Ist f{A) eine gan^e Function einer elementaren Farm A von 2 n con- 
tragredienlen Variablen mit der charakteristischen Determinante . 

\rE-A\ = (r-cy, 
so i$t f(Ä) ähnlich wr Form (4.) 

III. Die Form f(^A) ist dann und nur dann (identisch} NnU, wenn 
f(J) = ist, wenn also 

f(c) = /' (c) = /" (c) = . .. = /(-'> (c) = iT" (c) = rCc)) 
ist, d. h., wenn f(r) durch (r~c)" theilbar ist. 

Es sei nun B eine beliebige Form von 2» Variablen und, als Product 
ihrer Elementartheiler geschrieben, die Determinante 

y(r) = \rE^B\ = (r-o)"(r-a)«\.. (r-i/Cr-fe/'..., 
wobei 

(5.) «•>« ^..., ß'>ß'^..., ... 

vorausgesetzt werden darf. B ist einer reducirten Form 

R = Jt«) + Jt«') + ... + jtÄ + jc^')+... 

ähnlich, wo Ji^^ eine elementare Form von 2a Variablen vorstellt, deren 
charakteristische Determinante gleich (r—ay ist, und Analoges von 

gilt [ET Art. 77]. 

Eine ganze Function x{ß) von B ist bekanntlich**) ähnlich zur Form 

(6.) x(ß) = ;KW+;f(«+---+;f(-/l^O+/(^n^ 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass / (ß) = sei, 
besteht darin, dass x(ß) = ^ ^^^ ^^^ ^^^" ^^^ "^^ ^^^^ eintritt, wenn die 
einzelnen Theile der zerlegbaren Form x{]^) ^^ ^^^^ Null sind. Nun sind 
aber die Formen xi^i^^)^ PjWO-* ^^^^ d^™ eben Gezeigten mit Rücksicht 
auf (5.) dann und nur dann Null, wenn /(r) durch {r — ay theilbar ist. 
Analoges gilt für die Theilformen / (//O? X (•'6^'0? ... u. s. w. Die Form x(B) 
ist demnach dann und nur dann Null, wenn ;f(r) durch (r—ay^ (r-fe/,..., 
also durch 



•) Frobenius, dieses Journal (1878), Bd. 84, S. 23. 
•) Frobenius, 1. c. 8. 1^) u. 23. 
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theilbar ist; tp(r) ist der ii-te Elementartheiler der Determinante |rE— ß|. 
Daher gilt der Satz von Frohemus: 

»Ist v^(r) der n-te Elementartheiler der charakteristischen Deter- 
minante einer Form B von 2» Variablen, so ist V^(i?) <= die Gleichung 
niedrigsten Grades, welcher die Form B genügt, und ist xiß) = eine 
andere Gleichung, der B genügt, so ist x(t) durch \jj{r) theilbar^. 

Da (p{r) durch \ff(r) theilbar ist, so ist (p(ß) = 0. Also: 

„Ist die charakteristische Determinante |r£— i?| von B gleich (p(r\ 
so ist (p{B) = 0^*) 

IV. A und B seien eertauschbare bilineare Formen von je 2n Variablen, 
die Determinante \xA+yB\ = (p(x,y) der Formenschar xA + yB sei nicht 
identisch Null und 

y^{^,y) = aoaf + a,af^'y + '^' + a^y\ 

der fi-te Elementartheiler von \xA+yB\. 

Wir wollen zunächst annehmen, dass die Determinanten \A\ und \B\ 
nicht beide Null seien, und dass etwa | ^4 1 4= sei. Dann ist der Coeffi- 
cient Ou =# 0. 

Da symbolisch 

xA-\-yB=^(xE-\-yj)A 
ist, so sind die Scharen aj^+yB und ajJB+y~ äquivalent, und tp(x,y) ist 



somit auch der »-te Elementartheiler von 
theiler von 



A 
B 



xE + y 



Der «-te Elementar- 



B\ 
ajJE — -T ist daher gleich t^ (o:, — 1), folglich nach III 



A\ 

«"(!/-.a'+-±».(D"='>. 

woraus sich durch Multiplication mit Ä^ die Gleichung 

xf,{B,-A) = 
ergiebt. 

Angenommen, es sei 

X (^, y) = 6.) x'+bi X'-' y + "+b^y' 



*) Die Litteratur über diese Sätze findet man EncykL der math. Wies. Bd. I, 
S. 171 u. 172. 
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und x{B, — Ä) = 0. Dann folgt hieraus durch Division mit A'' 

^0'-».(ir+-±'.0"=»- 

Also ist nach III ;f(a:, — 1) durch ^/(a:, — 1) theilbar. Da aber «,, + ist, 
muss auch xipy^y) durch ^{Xj—y\ x(j^yy) durch tp(Xyy) theilbar sein. 
Es seien jetzt die Determinanten \A\ und\B\ Null. Wir setzen 

I a? = ccx'+ßy\ Jx' = 3x--ßy, 

l » = y^p'+Jy', dy' = -yx+ay, 

wo -^ = (ctd—ßy) 4= sei und a, y so gewählt seien, dass ia^ + yÄ|+0 ist 
Dann wird 

xA+yB = (aA+rB)x'+(ßA + dB)y' = Ax' + B'y\ 
Geht durch die Substitution (7.) tp(x,y) in 

^' (^', »') = flt) ^'' + öl ^'''"^ »'+•••+«; »''^ 

über, so stellt ^' (^x' , y') äen n-ten Elementartheiler von \x' A' + y' B'\ vor 
[ETArt. 37]. Da ^' und JB' vertauschbare Formen sind und 1^4' i nicht Null 
ist, hat man daher nach Vorstehendem die Gleichung 

(8.) v'(ß',-^') = 0. 

Nun ist aber identisch 
J''(a,x''+a,af-'y + '" + a,y^) = a:,(Sx-ßyy+a[{dx'-ßyy'' (-^r^-^-ay) 

+ - + a;(-yx + ay/. 
Aus dieser Gleichung geht eine richtige Gleichung hervor, wenn man 
ar = B, y = — ^ setzt (I); es ist also mit Rücksicht auf Gleichung (8.) 

(9,) ^v^(ß,-^) = v'(«'.-^')-0, 

mithin 

yj{B,-A)^ 0. 
Es sei nun, wie oben, /(B, — ^) = 0. Geht ;j(a?, y) durch die 
Substitution (7.) in x' (x\ y') über, so beweist man, wie vorhin die Gleichung 
(9.), die Gleichung 

J^X{B,^A)^X\B\^Ä). 
Aus ;f (ß,-^) =0 folgt daher /(B',—^') = und hieraus nach Obigem 
die Theilbarkeit von x (py V) durch xp' (x\ y*)\ hieraus endlich, dass x (x, y) 
durch ^(x,y) theilbar ist. Also: 

,yl8t V^(x,y) der n-te Elementartheiler der Determinante 
\xA-\'yB\ = (p{x,y) 

37* 
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einer ordinären Schar bilinearer Formen xA + yB, deren Grundformen 

A = -2:o,*a:i% B =' ^bi^x^u, (i,k =1,2,...«) 
eerlavschbare Formen sind, so ist 

rp{B,-A) = 
die homogene Gleichung niedrigsten Grades, welcher die Formen B, — A genügen, 
und ist X (p^9 y) ^'wc binäre Form derart, dass / (i?,--i4) = ist, so ist x (^, y) 
durch yj (x, y) theilbar,^^ 

Da if{x, y) durch rp{x, y) theilbar, also etwa (p{x, y) = f^{x,y) tp(x,y) 
ist, 80 hat man (I) 

(p(B,^A) = »(B,-A)ip(B,^A) = 0. 

Sind die Formen A, B f>ertauschbar , und ist \xA-\'yB\^ (p{x,y\ 
so ist stets 

(p(ß,''A)^ 0. 

Dieser Satz lässt sich sehr einfach direct beweisen. Wendet man 
nämlich den letzten Satz in III auf die Form xA+yB an, so ergiebt sich 
eine Gleichung 

wo c^ eine homogene ganze Function i-ten Grades von a?, y vorstellt. 
Hieraus aber folgt sofort fUr a? = ß, y = — ^ (I) 

y(ß,-^) = 0.*) 
V. Von jetzt ab bedeute f{J) = j~ eine rationale Function der 

n\J) 

elementaren Form J in Artikel IL Bekanntlich ist f(J) gleich einer ganzen 
Function F(J) von •/, wobei 

P(.c) = fic\ F' (c) = r W, ... F'""'' W = r-'^ (0 
ist.**) Somit hat man nach (4.) 

= /'(c) «.+^/^(a:, ».+•..)+••• +^(|;-^]*. «.. 

*) Ist AB = BA, Bp =0(p ^ n)y aber Bp ^ 4= 0, so ist nach Obigem, wenn 

y(^>y)*0 ist, tp(x,y) = xP, y(x,y) = \xA + yB\ = const. x" = !i| j;", \A + B\=^\A\. 
Vergl. Frobenius, a. in I. c. 0., § 2. 

**) Frobenius, dies. Journ. (1878), Bd. 84, S. 13. 
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Die Formel (4.) gilt aha auch für eine rationale Function f(J) von «/.*) Ebenso 
bleibt das am Sehlasse von Artikel II Gesagte bestehen, wenn f{A) eine 
rationale Function einer elementaren Form A und IrE—A] = (r— c)" ist. 

VI. Bedeutet A die eben erwähnte elementare Form, so stimmen, da 

f(A) und /•(•/) = /*(c)fi,+ ^j^(a:i «/,+ •)+ •• ähnliche Formen sind, die 

Elementartheiler von \rE'-f(A)\ und |rE — /*(•/)! Uberein. Wir wollen jetsit 
die Elementartheiler der Determinante \rE—f(J)\ := S bestimmen. 

Ist « = 1, also /(J) = f(c)u^^ so hat S den Elementartheiler r—fic). 
Ist 11 > 1 und zunächst /' (c) = /^" (c) = .. = /^«"'^ (c) = 0, so besitzt, wie 
ohne weiteres klar ist, S den Elementartheiler r—f{c) n-mal. Wir wollen 
endlich annehmen, dass n >> 1 und 

/"(c) = r(c) = - = r-'Hc) = o, 

aber 

/^*> (c) + 

sei, fär&^n— 1.**) Wir setzen dann abkürzend 



r-,ic)^L, -W"U., 



und denken uns das System @ der Determinante S so geschrieben, dass 
links von der (Haupt-) Diagonale lauter Elemente Null stehen. Die k 
ersten Elemente der Diagonale wollen wir vorübergehend mit L^, Lj, ... L^^ 
bezeichnen. Ferner verstehen wir unter Z^ (S^) die p-te Zeile (Spalte) 
eines Systems. 

Nun vertauschen wir in @ die S^ und S^+i, multipliciren bei A^n— 2 

die Si des neuen Systems mit -', ^^, ... ^^ und subtrahiren sie dann der 
^ Ok^ ak ^ au 

Reihe nach von der S*+„ Sj+z» ••• S^; hierauf multipliciren wir die 2*^.2 mit 
^^, die Z^f^a mit ^*~^, ..., die Z„ mit --- und addiren jedesmal zur Z*^.!. Ist 

aber & = »— 1, so subtrahiren wir nur die mit *- vervielfachte S^ von^der 

S,. Subtrahiren wir in dem so erhaltenen System die mit vervielfachte 



*) Vergl. hier und im Folgenden: Bromwich ^ Proc. of the Gambr. Phil. Soc, 
Bd. XI, S. 86—89. [Zusatz bei der Korrektur.] 

♦♦) Es sei also f (c) 4= 0, oder f (c) = 0, f (c) + u. s. w. 
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Zi von der Z^^, und mnltipliciren hierauf die S^ mit — , die S*^, mit — o*» so 

gelangen wir zu einem System @', welches sich von @ nur dadurch unter- 
scheidet, dass an Stelle des ersten Diagonalements das Element 1 getreten 
ist, während alle andern Elemente der Z^ Null wurden, dass femer an Stelle 
der Elemente Oa+„ a*^.2, ... On-*-i der Zi^i von @, soweit dieselben vorhanden 
waren bezw. sich geändert haben, neue eon r unabhängige Elemente getreten 
sind, und dass schliesslich an Stelle des (ft+l)-ten Diagonalelements L das 
Element Li L getreten ist. Die eben beschriebene Veränderung der Elemente 
«OH @ tritt offenbar auch dann ein, wenn L^ L2, ... Li, nicht dieselbe lineare 
Function L eon r, sondern gansi beliebige Functionen von r eorslellen. 

Ist @' kein Diagonalsystem, so kann das erste innere System von ©' 
analog behandelt werden, wie eben das System @. Dabei bleiben die Z^ 
und Si von & ungeändert. Setzen wir dieses Verfahren fort, so gelangen 
wir zu einem System ®^*"*\ das nur in der Diagonale von Null verschiedene 
Elemente besitzt Diese sind aber leicht anzugeben. Bedeuten nämlich q^ o 
positive ganze Zahlen bezw. Null, und ist 

» = p&+a(a<&), 

so standen ursprünglich in der Diagonale die Elemente 

LyL^ ...,L ; L, I>, . . . , I> ; ^ L, L, ,.., L ; L^L^,,.^ L , 

k k "*' k a Elemente 

und zwar (^-mal je * Elemente L. Nach der 1-ten, 2-ten, ..., &-ten Um- 
formung von © bezw. in ©', ©",..., ®^*^ stehen in der Diagonale die Elemente 

1, li, «..^Xij La ^ La ^ ...,1^^ Ltf, J Li^ Lj^ • 9 , ^ Lä^ li, JL, ...,14, 

1, 1, li, ..., lij Li^Lj^Li^fm^Lj\ £i, ...... J Lä^ Ldy ...j Lä^ Lj^ Lj^ » » » ^ Lä^ 

1,1, • • • , 1 J L ^ L ^ ,,.^ Lj ^ /i, ....•• ^ L^ L^ ., .^ Lj^ Ljj Li^ • . • , /i, 
nach (()— l)Ar Umformungen die Elemente 

1,1,...,!; 1,1,...,!; 1, ,1; L^, L^, ..., L^; L^L^.^.^L^ 

endlich nach den a übrigen Umformungen bei a>0 die Elemente 

1, 1, ..., 1, L?, Le, ..., Le; Le+S Le+S ...,L?+^ 



11 !• 1 1 1-1 1' 



Ä--a 
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X == f gilt, so erhält man die Elementartheiler von \rE—f(ß)\^ indem man 
diejenigen der charakleristischen Determinanten von 

welche nach dem vorigen Artikel bestimmt werden könnnen^ zusammennimmt 
[ET S. 56 u. 58]. 

Verschwindet /' (r) für keinen Werth, für welchen ein nicht linearer 
Elementartheiler von jrE— i?| Null ist, so sind nach dem zu Anfang des 
Artikels hervorgehobenen Satze von Probenius die Formen f^Ji""^) u. s. w. 
sämmtlich irredudbel, f(ß) ist dann eine redudrte Form und 

(r-na))% (r-r(a)y\...,(r-nb)y, (r-^Ä)/', - 
sind die Elementartheiler von \ rE — f{B) j. Diese Folgerung hat Herr Frobenius 
1. c. S. 25 in Satz V gezogen. 
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Arithmetischer Beweis eines Satzes über 

den Grad der Eliminante zweier ganzen 

Functionen zweier Veränderlichen. 

(Von Herrn Heinrich Jung in Marburg a. d. L.) 



E: 



IS seien 



K^,y)^o,,x'^ + a,x^'' + '" + a„ 



zwei ganze Functionen von x und y vom Grade m und n und es sei m>n. 
Es seien also die Coefficienten aj, und b^ ganze Functionen von y höchstens 
vom Grade l. Wir wollen voraussetzen, dass die Glieder mit o:"*, y*" in f 
und mit x**, y"* in g wirklich vorkommen. Wir können dies durch eine 
lineare Transformation immer erreichen. Die Eliminante von / und g 
können wir in Form einer Determinante (m+«)-ter Ordnung so schreiben 

o„ Ol 02 ••• o"' ••• 

o,, Ol ••• o^., fl^ - 



n Zeilen 



m Zeilen 




= R. 



Wir wollen den Grad dieser Determinante in y bestimmen unter 
der Voraussetzung, dass die Functionen u und t?, die aus den Gliedern der 
höchsten Dimension in / und g bestehen einen gemeinsamen Theiler ^-ten 
Grades haben. 

Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 4. 38 
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Es sei allgemein das Glied der höchsten Dimension in Oi und bi 
gleich Aiy^ und B^^S so d^ss also 

u = Aox'^+A,x'-'y + - + A^y''' 

e = ß„a;" +ß, (T— y + -. + ß, »", 
wo nach unserer Annahme A,,^ A„, B^, B, nicht Null sind. Die Resultante 
von u und v ist, u und v als Functionen von x betrachtet, 

I A,, A,y - A^ y"' - ' 

A„ - A„,_,y^-\ A.„y"' - , 

= S. 



ß» B, y 


• ß, »" 


•• 


B„ • 

1 . . . . 


• ß»-. ff"-', ß. ff" 


•• 



Sie geht ans R hervor dadurch, dass man o^? ^a durch ^A!f\ B^y^ ersetzt. 
Die Voraussetzung, dass u und e einen gemeinsamen Theiler /t-ten Grades 
haben, können wir so aussprechen. Man kann in S durch solche Um- 
formungen, die den Werth einer Determinante nicht ändern, in ^a Zeilen 
alle Elemente zu Null machen. 

Nämlich: Es sei x der gemeinsame Theiler ^-ten Grades von u und f> 
und etwa 

n ^ X'Vi 

Dann ist identisch 

(1.) utp—fxp = 0. 

Hierin sind tp und (p ganze homogene Functionen von x und y vom 
Grade n—fi und m-.a, in denen nach unserer Annahme die Glieder mit 
der höchsten Potenz x und der höchsten Potenz y wirklich vorkommen. 

Multipliciren wir nun die Gleichung (1.) mit irgend einer homogenen 
Function (/i— a)-ten Grades von x und y^ in der auch die Glieder mit a?""* 
und j''"" wirklich vorkommen, so erhalten wir folgendes Resultat: 

Haben ts und v einen gemeinsamen Theiler .a-ten Grades, so lassen 
sich für oL-^fi stets zwei homogene Functionen \p^ und (p^ von x und y 
vom Grade n—a und m— a so bestimmen, dass identisch 

(2.) fi(//, + ry« = 0. 
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Stehen jetzt an Stelle der iu den /t Zeilen von R immer am Schlnss auf- 
tretenden Nullen ganze Functionen von y. Es ist aber, wie man sich leicht 
überzeugt, für a ^ ^ der Grad der in R^ in der a-ten Zeile an x-tev Stelle 
stehenden Function gleich ;f— a— 1 für ^>a+ 1, während für ;f<;a+l die 
die an ;f-ter Stelle stehende Function Null ist 

Wollen wir nun das Glied mit der höchsten Potenz von y in R^ 
haben, so müssen wir in R^ alle Elemente durch die in ihnen enthaltenen 
Glieder der höchsten Ordnung in y ersetzen. Dadurch erhalten wir eine 
Determinante Si, die sich von S nur in den ersten ^ Zeilen unterscheidet 
Diese ersten ^Zeilen aber haben folgende Form 

a'^ c?>y a^'y' ... cLv^ r-"""' 



00 .- (X''^ -. c<;:^.-^>^r■^"-''-^ 

Multipliciren wir also in jS^ zunächst jede der ersten ^ Zeilen mit y und dann 
die m+ii Zeilen der Reihe nach mit !f^y\ ...,ff*"Sy"?y\*«')y"*'"S so können 
wir jetzt aus den Colonnen der Reihe nach die Factoren y", yS ..., y'"^*"* vor 
die Determinante setzen. Die übrig bleibende Determinante enthält dann y 
nicht mehr. Da wir aber S^ erst mit 

m (m — 1) »(«» — 1) 

^ 2 2 

y 

multiplicirt haben und dann den Factor 
abgesondert haben, so enthält S^ gerade den Factor 

(m + »») (m + it— 1) m(m — 1) «(h — 1) 
y ^ "^" 2 '' = y— P, 

Also: Sind f{x^y) und g{x^y^ zwei ganze Functionen m-ten und n-ten 
Grades und haben die aus den Gliedern der höchsten Dimension von f 
und g gebildeten Functionen einen Factor ^-ten Grades gemeinsam, so ist 
der Grad der Eliminationsresultante von / und g höchstens gleich mn—fi. 



Legen wir dem Beweise die Darstellung der Eliminante in der Form 
einer Determinante w-ter Ordnung zu Grunde, so ist er in folgender Weise 
zu führen. 
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Es seien 

zwei ganze Functionen von x und m>n. Dann lässt aich die Resaltante 
von / und g in der Form einer m-reihigen Determinante darstellen, etwa so 

R = \AJ. 
Dabei sind die Ai^ linear in den a und in den 6 und isobarisch vom Gewichte 
n^m+i+x — l. Die Determinante R ist aber in den a und 6 isobarisch vom 
Gewichte mn. 

Es seien nun die a und 6 ganze Functionen einer zweiten Variabein 
y und zwar oi und b^ vom Grade it. Dann werden auch die il^ ganze 
Functionen von y und zwar vom Grade »— iii4-»+»— 1. Es sei das Glied 
höchster Ordnung von Ai^ gleich 

Die Determinante 

ist dann nichts anderes als die Resultante der Functionen u und «, die aus 
den Gliedern der höchsten Dimension in f(x^jf) und g(x^ff) bestehen. 
Haben nun u und f> einen gemeinsamen Theiler |U-ten Grades, wie wir 
voraussetzen, so verschwinden in S alle Unterdeterminanten (m— /i+l)-ter 
Ordnung, aber nicht alle (m— ^)-ter Ordnung. 

Wir formen nun die Determinante R = | A^^ \ in folgender Weise um. 
Wir addiren zur letzten Zeile die der Reihe nach mit 

2(1) ^m-1 0(1) ^m-2 2(1) 

multiplicirten vorhergehenden Zeilen, dann zur zweitletzten Zeile die der 
Reihe nach mit 

^«-2 y y ^tn-i y 7 • • M ^1 9 

multiplicirten vorhergehenden Zeilen u. s. f.; endlich zur ^u-tletzten Zeile die 
der Reihe nach mit 

^m— /4 y ? Na— /4— 1 y j • • • j '*'i y 
multiplicirten vorhergehenden Zeilen. 

Dann lauten für a= 1, ..., ,a, die Glieder höchster Ordnung der 
Elemente der (m— a+l)-ten Zeile 

(*=l,2,....m) 
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Diese können wir aber durch geeignete Wahl der Grössen l zum Ver- 
schwinden bringen, da in der Determinante | ß< J alle Unterdeterminanten 
(m—/i-\- l)-ter Ordnung verschwinden. Nehmen wir die l in dieser Weise 
gewählt, so haben wir R = | Ai^, \ in eine Determinante Ri umgeformt, die 
dem Werthe nach gleich R ist, sich aber dadurch von R unterscheidet, 
dass in den ju letzten Zeilen alle Elemente durch Functionen ersetzt sind, 
deren Grad um Eins niedriger ist als der des entsprechenden Elementes in R 
Wollen wir das Glied höchster Ordnung in Ri haben, so haben wir alle 
Elemente durch ihre Glieder höchster Ordnung zu ersetzen. Auf diese 
Weise erhalten wir eine Determinante Si, die dadurch aus der Determinante 

hervorgeht, dass die Elemente der /m letzten Zeilen durch andere ersetzt 
werden, die den Factor y in einer um 1 niedrigeren Potenz besitzen. Nun 
hat in der entwickelten Determinante S jedes Glied den Factor y"*". Jedes 
dieser Glieder enthält aber aus jeder der fi letzten Zeilen ein und nur ein 
Element. Also enthält jedes Glied der entwickelten Determinante S^ den 
Factor y"'""''. 

Damit ist der Satz bewiesen. 
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lieber das Integral der Differentialgleichung 

(Von Herrn J. Frischauf in Graz.) 



im 56. Bd. dieser Zeitschrift giebt Herr R. LipschiU die Entwickelang 
des einen unter dem Namen Bessekche Function J bekannten particnlären 
Integrals in Form einer semiconvergenten Reihe. Dieselbe Reihen- 
entwickelang lässt sich auch auf das zweite particaläre Integral anwenden, 
wie im Folgenden gezeigt werden soll. 

Das Integral der vorliegenden Differentialgleichung wird am leichtesten 
erhalten, wenn man es in der Form 

y = /'V Vdc 
voraussetzt. Die Grössen t?i, «2 und die Function V werden bestimmt aus 

Für ein positiv vorausgesetztes x erhält man für t?, und f?2 die Werthe + f 
und —00; um zwei brauchbare particuläre Integrale zu erhalten, fügt man 
diesen Werthen noch bei und erhält dann 

C', + C, + C, = 0, 
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oder nach Sonderaug des Reellen und Imaginären 

WO Bi und ßj willkürliche Constante bedeuten. 

Die erste Gleichung der Seite 193 des Aufsatzes von Lipschitz^ 
zerfällt durch Sonderung des Reellen und Imaginären in zwei Gleichungen; 
aus dem Coefficienten von f dieser Gleichung erhält lApschiU die ße^^e/sche 
Function, d. i. das erste particuläre Integral; aus dem reellen Theile folgt, 
dass das zweite particuläre Integral gleich ist dem reellen Theile von 

Man ersieht, dass (mit Zuziehung des Factors -) flir das zweite particuläre 
Integral ein Ausdruck folgt, der aus Gleichung (10.) S. 193 erhalten wird, 
indem man a?— x ^ durch a:+ 7- ti ersetzt. 

4 4 

Wählt man statt der beiden obigen mit y^ und y2 bezeichneten parti- 
culären Integrale 

Vi = ^1 + ^2, n2 = »2-»l 
als particuläre Integrale, so erhält man für ri^ und 172 jene Reihen, die nach 
Peheak „asymptotischer Integration^ (Integration der linearen Differential- 
gleichungen, Bd. II, S. 369 ff.) erhalten werden. 
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cette mani^re non seulement les r^sultats coniius, mais encore quelques d^ve- 
loppements, valables dans un demi-plan, qui, k ce que nous croyons, n'ont 
pas encore ^t^ remarques. Nous supposerons que la fonction f(x) ait un 
seul p61e dans chaque parall^logramme des p^riodes, et que ce pole seit 
simple. On pourrait traiter au moyen de la mßme analyse le cas g^n^ral 
oü dans chaque parall^logramme il existe un nombre quelconque de pöles, 
avec un degr^ quelconque de multiplicit^: mais on n'en a pas besoin, parce 
qu'on peut r^duire ce cas ä Tant^rieur au moyen de la formule de d^com- 
position de Hermite. 

> 2. Consid^rons dans le plan de repr^sentation 

de X un parall^logramme ABCD dont le c6t6 
DA repr^sente g^om^triquement, en grandeur et en 
.; direction, la quantit^ 2cü, et dont le c6t^ AB 
repr^sente la quantit^ 2 («+/?+!) a>', a et ß 6tant 
deux nombres entiers positifs quelconques. 

Dans ce parall^logramme la fonction f(x) a a + ß+1 pöles, qu'on 
peut repr^senter par 

a'-2aa)\ a-2(a~l)cü', ..., a, a+2a>', a+4:w\..., a+2/?a>'; 

et, si Ton repr^sente par k le r^sidu de la fonction par rapport au pole a, 
ces r^sidus par rapport aux pöles que contient le parall^logramme considör^, 
sont respectivement 

Cela pos^, consid^rons Tint^grale U prise le long du contour S du 
Parallelogramme ^ ßC/> consid^r^; et soit x Taffixe d'un point de Tint^rieur 
de ce Parallelogramme. 

On trouve, au moyen du th^or^me fondamental de la th^orie des 
r^sidus, en remarquant que les r^sidus de la fonction 

in » 

f(z)e~-' 

int inx 

par rapport ä ses pöles x et a+2mw\ sont 

w -/ \ , ,„ e^ 



e"' — C 
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la formnle suivante: 






n—-a (« + 2 7/««') 



qui, ä cause de l'^galit^ 

^?(a + 2. 

_^!^ — = \ + l cot ^ (a:-a-2ma>0, 

— (a + ir/iw') «- — Äi w 



C 

donne 



;n(^) = 1 (m'^'- -'^ "7'c"' fl+.-cot.f (x-o-2mco')]. 
'^ -^ 2« / •£'= '1^ 2ixi ^^a L • 2(0^ ^J 

Si Ton remarque maintenant que les parties de Tint^grale qui entrent 
dans cette formale et qui correspondent aux droites AB et DC sont Egales, 
OD voit qu'on peut ^crire 

p" /• im /» int 1 

f(^-) -L\ M'Z 'L-. _ / fC^lfZ^ 

Supposons maintenant, pour fixer les id^es, que Targument de ai soit 
compris entre - ^ et ~. Nous avons ddjk d^montr^ dans ce Journal (T. CXII, 
p. 119). qu'on a alors, pour tous les points 3 de la droite DA^ 



inx 2iTxx 



inx int * iin t '^ 3 • n « ' ' 






et, pour tous les points ä de la droite CA, 



J ... 4.«'" +*_**' 4.... I. 

inx ' 2 1 n X ' ^« « j« ' I 



39* 
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Donc nous avons 

ninx 

ink '" = '' 



oü 



DA 

3. Nous alloDS mainteuant chercher les valeurs des integrales qui 
entrent dans les expressions de A^ et de A^^. 

Supposons, pour fixer les id^es, que la partie imaginaire de (o' soit 
positive, et consid^rons le parall^logramme DAAD' (fignre ci-dessus), dont 
les cöt^s sont ^gaux ä 2(o et 2a>' et qui eontient ä l'intörieur le pole 
a — 2aa>'. On trouve, en appliquant le th^oreme fondamental de la th^orie 
des r^sidus, 

nin z nin z nin t 

DA a\v A''d' 

+ ff(»)e " ds = 2inc-''ke ""'" "" =2inc-'' kq"" e 



en posant ^ = e" « ; 
mais 



/7(»)6 - rfs^ ff(z)e - dj,, 



AA' DD' 



*^*n ninM 



/•(8)e "'</«= I f{i^-2ixj)e " ds = q-"c ff(s)e " rf»; 

D'Ai DA DA 

donc 



n\nz ..... ntn n 

DA 
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et par cons^quent 



2na ty-a 



o) 1 — cq~'* 

On trouve de la m^ine mani^re, en consid^rant le parall^Iogramme 
C'B'BC, qui contient ä rint^rieur le p61e a+2/?w', 

CB 



et par cons^quent 






Nous avons donc la formale suivante 



(1) 



(x-fl) 






laqaelle a lieu pour toutes les valeurs de x repr^sent^es par les points d'une 
Zone iofinie comprise entre les droites KL et MN. 

4. Nous alloDS consid^rer les cons^quences de cette formule. Mais, 
avant de le faire, nous introduirous, pour abr^ger le langage, les notations 
suivantes. Nous repr^senterons par K,,, la droite qui passe par le p61e 
a+2mw' et qui fait un angle 6gal k Vargument de co avec Taxe des ab- 
scisses; et nous repr^senterons par (Ä',,,, s) celui des demiplans qu'on obtient 
quand on coupe le plan de repr^seutation de la variable x par la droite K^^ 
qui contient le point 6. 

Cela pose, la premifere cons^quence qu'on tire de la formule (1.) est 
la formule suivante, qu'on obtient en y posant a = et /? = 0: 



(20 



«-) = V LI i 



nin 



cq--" "^ ~, 1 — cq*' 



ink 



2« [l+»«04l(^-«)]' 
laqaelle a liea daus la zone comprise eutre les droites K^i et ff,. 
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De cette formale on tire une autre formale importante, en ayant 
^gard au d^veloppement suivant: 



.|[l + ico.i(.-a)]= -■^_^ 



1— e* 

= l+e- +6'" +e- +..., 

lequel a lieu dans le demi-plan (Äo? ö+2co'), si Ton continue ä supposer 
que Targument de co soit compris entre — ^ et s-« Cette autre formule 
est la suivante: 



nt n ^ ^ _ ni n ^ 



'^ "^ w Uff) 7^"— c «S 1 — cg^" J' 

valable dans la zone comprise entre les droites K^ et K^. 

On peut encore ^erire les formules, qu'on vient d'obtenir, de la 

in V 

mani^re suivante, en posant c — e "^ : 

Sin -, (v + 2fnf)') sm ,, («— a) 1 
oü £ = + 1, quand n est nul ou positif, et 6 = — 1, quand n est n^gatif; et 

Hin 

(5.) A-) = 2-^ « 



Sin ;^ (o + 2«cü') 

On tire de cette derni^re formule, en y consid^rant r comme variable 
et, en posant 

les ^galit^s 

Donc fi(x^v) est aussi une fonetion doublement p^riodique de r, de 

seconde esp^ce, dont les multiplicateurs sont 1 et e '^^ , dont les pdriodes 
sont encore 2a> et 2a>', et dont les pöles sont les nombres 2n(o'. La 
formule (5.) fait aussi voir que le r^sidu de /; (a:, r) par rapport au pole 
est ^gal ä l'unit^. Nous avons donc encore la formule 
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TT K IZ — ff) ** 4» W 

(5'.) «-)=ä^-- „l£ . » , , — ■ 

Sin ^^- (ir — a + 2n€tf') 

Zu) 

valable pour toutes les valeurs de x et pour les valeurs de v repr^sent^es 
par les points de la zone comprise entre deux droites qui passent par les 
points d'af&xe e 2ci;' et dont rinclinaison sur Taxe des abscisses est ^gale 
ä Targument de K] et la formale 

I Sin ^- (a; — a + 2Hw') sin^r— © I 

valable aussi pour toutes les valeurs de x et pour les valeurs de e repr^sent^es 
par les points de la zone comprise entre deux paralleles aux droites ant^rieures, 
men^es par les points d'affixe — 2cü' et 2ü>'. 

Les formales qu'on vient d'obteuir sont äquivalentes ä des formules 
connues; nous ne nous y arrßterons donc plus, et nous passons ä consid^rer 
Celles qui r^sultent de (1.) en y posant « = oc, ou /? = oo. 

5. Soit Targument de cq^''. On a alors 

ll-cq'^'l = |l-|c(7''"|(cosÖ+isinö)|. 



= l/l-2|c||9p«cosÖ+|cn9|*- 



et par cons^quent 



ll-cq^'l'^-ll-lcWqn' 



ou 



|l-C9-i>|l-|c|J9n. 

Mais, \q\ etant < 1, nous pouvons donner ä «i une valeur assez grande 
pour qu'on ait |c| J9'''|<; 1, quand n^n^; et alors on a 

(A.) \l-cq^''\>l-\c\\qr>l-\c\\qf" 

quand »>»i. 

Cela pos^, consid6rons la s^rie 



» a^in-\){l+ß) -!l!i^(x-a) 



n=i 1 — cg^** 
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qui entre dans la formale (1.), laqnelle peat gtre döcomposöe dans les 



sommes 



w = n,-l ^»(„-0(1+,^) -___(a._fl) 



y 



ix-a) 



-(*-«) 



La premifere somme tend vers — p- quand ß tend vers Tinfini. 

Au moyen de rinögalit(6 (A.) on voit que les valeurs des modules des 
terines de la deuxi^me somme sont inf6rienres aux valeurs des termes corres- 
pondantes de la progression g^om^triqae 



OD S(«_l)(l + ^) 



• = Hi 



l-\c\\q\'" 



ntn 
- — (af-a) 



dont la raison est ^gale ä 



W'''^^^\e 



--— (X — a) 



et, comme on peut donner ä ß^ une valeur assez grande pour qn'on ait 



|,20^,)||^-'^Cx «)j^^ 



qaand ß^ß'^ on voit anssi que la somme de cette progression est alors ögale k 



\qHnx-'i)ii+ß)\ |e" 



(*-a) 



[l-\c\\q\'^q[l-\qr^'^^^\e "'' "'|]' 



et qu'elle tend vers zöro quand ß tend vers l'infini. 
Nous avons done 



lim |S| = 



-•-i^u-«) 



1-cq' 

Si Ton remarque maintenant que Ic^'l^"*"^ tend vers z6ro quand ß 
tend vers Tinfini, lors qu'on a jc^^l^l, on tire de la formule (1.), en y 
posant a = et ß = <x>^ le d^veloppement suivant: 
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valable dans le demi-plan (KL.,,00) et applicable quand kj^l^l'^ 



(6.) 



Ell posant c = ^ '^ , on peut ^erire cette formule de la mani^re 



snivante : 



(7.) 



/^(x) = 



nk 
2(0 



inv - {x — a + u}') 
^2« ^ _ß 

-"sin ^l(v + 2r.u>') 



n = 



TT 



(t»-cuO 



Sin ^v (^ — ö — 2n(o') 

£,(0 



] 



6. Pour d^terminer les valeurs qu'on peut donner ä v daus cette 
formale, on doit remarquer que Tin^galit^ \cq^\<il peut 6tre ^crite de la 
mani^re suivante: 

I -V'^(r-2a)0l 

\e - |<1, 

ou, en repr^senfant par ö, ff et t les argumenta de co, co' et «, 

|i?| sin (t-ö) < 2 |w'| sin (<?'-ö). 

Donc la distance du point d'affixe 1? k la droite qui passe par Torigine 
et fait un angle ^gal k 6 avec Taxe des abscisses, doit etre plus petite que 
la distance du point d'affixe 2cü' k la mßme droite. En repr^sentant donc 
par L^ la droite qui passe par le point d'affixe 2iico' et qui fait Tangle 
avec Taxe des abscisses, on peut dire que la formule ant^rieure est valable 

dans le demi-plan (Li, — ^). On suppose toujours compris entre 

Dans le cas particulier oü a s'^vanouit, le d^veloppement pr^c^dent est 
applicable dans la rdgion du plan situ^e au-dessus de £L,, pour ce qui 
concerne a?, et dans la rdgion du plan situ^e au-dessous de Li, pour ce qui 
concerne t>. 

7. On a vu d^jä (No. 4) que kr^ f{x) est une fonction doublement 
p^riodique de 1?, dont les p^riodes sont 2co et 2cü', les multiplicateurs 1 et 
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n n 
2^^ 2 
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in , . 



e ^ , et les pöles les nombres 2iia>'. On a va aassi que le r^sidu de cette 
fonction par rapport au p61e est 6gal ä 1. Si Ton pose donc dans la for- 
male ant^rieure a = et que Ton change ensuite x en t> et r en o;— a, on 
obtient la formule 



(8.) , 



Z'C*) 






[• 



:iui 



2, 

n = l) 



- (f + Ol') 



n 



sin ^ (x — a + 2iia)') 



171 r ^ -— (x — a-o)') I 

« p CO I 

2co '^— ■ 



valable dans le demi-plan (L_,,oo), pour ce qui concerne r, et dans le 
demi-plan (ffi, — oo), pour ce qui concerne a?. 

8. Consid^rons le cas particulier oü Ton a |c| <; 1. Alors la formule (6.) 
peut encore £tre Perlte de la mani^re suivante 



(9.) 



(x-a) 



'W w L2(l-c)^„^, l-C7-■■'- 



ou encore, en posant c = e 



(10.) 



«-) = t ' 



^ — (x — a + ta') I 

J +1 r 

2sin^*' "=*8in '^-(r + 2nco') 1 



fr 



+ o- i^ e " cotj* (a:-a-2iico'). 

2(W n = ü 2w ^ ^ 



Cette dernifere formule est applicable dans le demi-plan (I^j, --°^). 

9. Nous allons maintenant chercher les formules qui r^sultent de (1.) 
en y posant « = oo. 

Consid^rons, pour cela, la s^rie 



«'(n~l)« (JP — a) 



*=.^, 1-cg-^ 
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On voit, en premier lieu, comme dans le cas de la s^rie S consid^röe 
ant^rieurement, qu'on a 

|l-cr'-|>||c||9|--l|. 

Mais, comme |qr|<:l, on pent donner k »2 nne valeur qui fasse 

quand 11^112; et alors nous avons 

|l_c^--|>|c|M— --1 
quand « ^ «2. 

Cela pos^, d^eomposons la s^rie s dans les sommes 



n==i l — cq- 

et 



2 («-Da Tu-«) 



i _? e 






La premifere somme tend vers la limite j^- — ^ä? quand a tend 

vers rinfini. 

Les valenrs des modales des termes de la deuxi^me somme sont 
inf6rieures aux valeurs des termes correspondants de la progression g^o- 
mötrique 

dont la raison est 



\g\'^ |e- |. 
On pent done donner ä a' une valeur assez grande pour qu'on ait 

|,|"|e^"-i<l 
quand «^«'; et alors le module de la somme consid^r^e sera införieur ä 

|^|«(«,-l)a Ig'TT 



(« — a) 



[Ml9l'"--l][l-kl'"|e"'""'lJ' 



»t: tend, par cons^qaent, vers z^ro quand « tend vers I'infini. 

40* 
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Donc la somme s teiid vers la limite — — —j, quand a tend vers 

rinfini. 

10. Nous pouvons maintenant voir ce qui arrivera lorsqu'on pose en 
(1.) /5 = 0, « = oc. 

l'^' CM, Soit \c\ >>1. On a alors aassi |c|>» \q\'\ et la formule (1.) 
donne la suivante: 

ink 



(11.) 



2cü 



l f fl+tcot .7 (a?-a + 2OTw')l, 



valable dans le demi-plan (Ä'i, — c»), 

On pent 6crire encore cette formule de la manifere suivante: 



(12.) 



ri<^) = 



2ü> 



[• 



" = ' An ^ (S>—2tno') 



+ e 



min — « 

^ „ — - - • I- 



Cette formule est valable dans le demi-plan (lu, oo), pour ce qui 
concerne v ; et dans le demi-plan (Ä^,, — »), pour ce qui concerne x. 
On peut enfin ^crire la formule (11.) de la mani^re suivante: 



rt-) = t ' 



I O • ^^ 

I 2sin ^ - 



— - (z — « — cd') 

2c. "=' «in 2"^ («'-2«-') 



] 



n 1 71 e 



+ T-i:e " cot^-(a:-a + 2iico'). 

2'""' CO«. Si|c|<:l et aussi |c| >>|9p, la formule (1.) donne, en y 
posant a = oo^ /? = 0, la suivante : 



ink 

CO 



«^) = T LI, aiC.. '" ■ """'] 



valable dans le demi-plan (Wi, — ^). 
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On peut encore ^crire cette formale de la manifere suivante: 



nirr 

nk I -o,.. i e ^ 



[■ 






sin ^ (v — 2mo)') 

ZU) 

+ « ^ -„ 

"=" sin - (x-a + 2«a)') 



]■ 



oü r repr^sente Taffixe d'un point quelconque de la zone comprise entre les 
droites Lo et Z»_i. Cette formule coYncide avec (8.); eile est done appli- 
cable dans une aire plus large, pour ce qui coneerne i?, que celle que donne 
la m^thode au moyen de laquelle on vient de la trouver. 

11. Supposons maintenant qu'on ait 

\qr>\c\>\qf- 

La formule (1.) donne alors 
(B.) f(x) = -^ i^ c- [l + icot ,^^ (x-a-2».«,')], 
lorsque |c|>> 1; et 

lorsque |c| < 1. 

Ces d^veloppements sont valables dans tout le plan de repr^sentation 
de la variable x et peuvent encore fetre Berits de la mani^re suivante: 

sm =i- Cx — a — znw') 

2(0 ^ ^ 



et 



/^(^) = ^- ^ 



, in. . ^ -- - (p + w') 



.2u>' 



Sin zr (x — a — Znu)) 

Dans la premi^re formule on doit donner ä f> les valeurs repr^sent^es 
par les points de la zone comprise entre les droites Lo et Lj, et dans la 
deuxi^me les valeurs repr^sent^es par les points de la zone comprise entre 
les droites l^ et L_i. 
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La premi^re de ces formules co'incide avec (5'.). La deoxi^me ne 
diff^re pas essentiellement de la premi^re, puisqu'on passe de la deuxi^me 
ä la premi^re au moyen de la formale 






f(x, v) = e "^ ' "' f(x, r--2ü>'). 
12. Consid^rons maintenant le cas oü |c| = 1. La formule (1.) donne 
alors, en y posant a = oo et /9 = oo^ 

fix) = 'f Hm [[^- \ J_^ c» (1+ i cot £ (a.-a^2».c«'))J. 

Dans le cas particulier oü c = — 1, on a, en snpposant que a soit un 
nombre entier pair^ ^gal ä 2<, 

et, en supposant a = 2/ + 1, 

Ces denx formales donnent, en r^anissant, dans chacane, les termes 
cons^catifs, deax ä deax, 

(13.) fix) + ^ 






sm n 



n 



10 

w 

7t 



sin zr- (x — a— 2ma)') sin ^ (a? — a — 2(m + l)a>') 

OÜ m est an nombre pair dans le cas da signe sapdriear et impair dans le 
cas da signe inf6rieur. 

La premi^re des formales consid^röes donne encore, en r^anissant 
les termes cons^catifs, deax ä deax, exceptd celai qai correspond ä m = 0, 



(14.) 



sm n 



+ 2: 



sin ^ - [x — a — 2(2ii — l)a)'] sin ^— [x — a — 4iicd'1 



o) -1 

sm TT — I 

_ 2: I 

"-' sin f [x—a+2(2n—l)w'] sin ^- [x— o + 4«a)'lJ 
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13. On peut encore d^duire de (1.) un autre d^veloppement de /"(a?), 
applicable aassi lorsque c = — 1. En elf et, si Ton y pose a = /9, il vient 



»(n-l)a !^Z?(a.-a; 



A^) = (-1) ^L2+9 „^. r+^^'» ^ 






i + g^ 



*"* i (- 1)-+ g i_ (-1)"* cot ^ (x-«-2m«,'), 



2w „.= 
et, en posant ensuite a = oo^ 



2a) m=-fl 



TT 



/'(x)=2l„lim 2: (-l)"'cot^(x-a-2mtü'). 

14. Od peut cbanger les röles des p^riodes 2 cd et 2w' dans la 
formale (1.) et dans Celles qui en d^coulent, ce qni conduit ä un nouveau 
groupe de formules, comme on va voir. 

Consid^rons la fonction 

F(a:) = /^(a:)e"^, 
OÜ II = log c. 

On a, en posant c, = c*^' , 

F(xi-2w') = F(a:), 

Ufa; 

F(x-2a}) = ß~"'', F(a:) = c, F(x). 

Si Ton applique maintenant la formale (L) ä la fonction F(x) et que 

ua 

Ton remarque que son r^sidu par rapport au p61e a est 6gal k ke ^*^', on 
trouve la formule suivante: 

' ^ '^ o) LI — Cj 



(15.) 






Iz-a) 



,V+> - 9?«"-'^<'^''> - 



(»-«) 



n=l 1 C^ 9, 
1 »«=y5 r TT 1 

- ö -2" er l+«cot. (a:-a + 2iiiü>) . 
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Dans cette formale on sl q^ — e '*'', et par cons^quent |gj|<<l. 

On tire de cette formale des cons^quences analogues ä Celles qu'on 
tire de la formale (1.) 

Consid^rons, en particalier, le cas oü c = --l, et par cons^qnent 
u = in. 

Alors jcill^il = 1, on aara donc 

Nous poavons donc appliqaer la formale (B.), qai donne 



fix) = - *"^, e ■'"" i CT [l+i cot ^^ (x-a+2tnm)] 

£tw 111 = — X ^ (X) -* 



oa 



(16.)' r(x) = ^^ i ---— . 

sm -^—f {x — a-\-zmo)) 

On trouve cette formale dans l'oavrage de Briot et Bouquet (p. 287). 

15. Noas ne terminerons pas ce qae noas avons ici ä dire sur le 
d^veloppement des fonctions doablement p^riodiqaes de seconde espfece en 
s^rie trigonom^triqae sans remarqaer qae de l'^galit^ (1.) et de ce qu'on a 
dit dans les n^^ 5 et 9 on conclat qae la formale 



^(^) = «. L^o tc ,-- ' 



OÜ «1, «2} «'? /5' sont des nombres qa'on d^termine d'aprfes ce qu'on a dit 
dans les n^^ mentionn^s, repr^sente f{x) avec ane approximation plus grand 
qae le nombre donn^ par Texpression 

I _ ^]iJL ( — \\ 



[l-|c||^r».][l~|^po^^')] e '•^' 
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16. Ponr faire une application des formiiles pr^c^dentes, consid^rons 
la fonction, ^tudiee par Jacobi et Hermite 

ec^-s ^ H'Co)0(x + vl 
1^^) - H'(y)&{x) ' 

qui satisfait anx conditions 

et admet le pole —ilC daiis iin parallelogramme des p^riodes, anqael 
correspond le i<5sidu 











k = 


= e' 


• 






En 


posant alors dans la formnle 


(5.) 








w = [{^ w = 


ili', c 


= e 


Ä 


, q = e 


A' 
" A- 


on 


obtient la formule 
















n^) 


n 

~ 2k 


X 

«=-x 


sin 


ninx 






2l-('' + 2 


niK') 



, a = -fr, 



valable dans tont le plan, ponr ce qni concerne r, et dans la zone comprise entre 
les droites Ä",, et /f,, qni passent par les pOles —ili' et HC et dont Tinclinaison 
snr Taxe des abscisses est egale h Targnment de /f, ponr ce qni concerne x. 

La formnle qn'on vient d'obtenir fut donn^e par Hermile dans son 
bean et important Memoire — Snr quelques applicalions des fonclions ellip- 
Hqves (1885, p. 19). 

Appliqnons la formnle (7.) h la meme fonction; si Von considfere 
maintenant le parallelogramme des p^riodes qui contient le pole %K\ et 
qne Ton pose, par cons^qnent 

i .1 r 

il vient 



/•c-^) = .;.' 



[■ 



ni n X 



2/i'| „fo . n 



sin ^^- (r + 2wt/0 



(2n4-l)iy» 



ZK ^\ « 



"=^in./^.lx-(2. + l)i/i"] 
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Cette formale est applicable aiix valeiirs de x repr^sent^es par les 
points du demi-plan sitn^ au-dessus de la droite K_^ (rargnment de K 

6tant compriß entre — ^ ^t T). Les valeurs qu'on peiit attribner h. v dans 

la meme formnle sont repr^sent^es par les points du demi-plan sitn^ aa- 
dessous de la droite Li, qui passe par le pole 2iK' et fait un angle egal 
ä Targument de K avec Taxe des abscisses. 

Si Ton applique k la raeme fonction la formnle (5'.) on trouve, en 
posant a = — tff', 

^"^ "=-^ sin,^^[x+(2r,+ l)ir] 

valable pour toutes les valeurs de x^ et pour les valeurs de v repr^sent^es 
par les points de la zone comprise entre la droite L^ et la parallele L^^^ qui 
passe par le point d'aflfixe 0. 

La formnle (8.) donne enfin, en posant a = -il\\ 



sin.^;. [a.-l-(2« + l)iA'J 



ni n X 
K 



+ 1 ■," 

si» 2/1' ^''"■^"*''^- 



valable dans le demi-plan (L_i, oc), pour ce qui concerne r, et dans le 
demi-plan (/f„ — oc), pour ce qui concerne x. 



GEORG REIMER &% BERLIN Was. 

Verlagsbuchhandlung ^^fe Lützowstr. 107-8. 



!Pie einaslgen 

absolut fehlerfreien. 



also asaverlässigeii 

sind 

A. L. Crelle's Rechentafeln, 

welche alles Moltipliciren und Dividiren mit Zahlen unter lOOO ganz ersparen, 

bei grösseren Zahlen die RechnuDg erleichtern und sicherer machen. 

8, A n f 1 age. 

Preis solid in Ganzleinen gebunden M. 16. — . 

Crelle's Rechentafeln stehen durch ihr absolutes Freisein von Fehlern allen späteren 
Nachahmungen ebenso sehr voran wie durch ihre klassische Einfachheit, den anderwärts 
unerreichten Reichtum fertiger Producte und die leichteste und uneingeschränkte An- 
wendungsfähigkeit. 



Crelle's Journal für die reine und 
angewandte Mathematik. 

Vom Crelle'schen Journal habe ich einige wenige Exemplare durch Nach- 
druck ergänzt und offerire die Serie 

Band 1—100 brosch. für N. 1600.—. 

Der angewandte Nachdruck besteht in einem unmittelbaren Uebertragen des 
Originaldrucks mit absoluter Treue auf einen lithogr. Stein, von welchem mit Stein- 
druckfarbe — wie bei der Lithographie — die Abdrücke genommen werden, so dass 
eine Beschädigung des benutzten Papieres bei diesem Nachdruckverfahren völlig aus- 
geschlossen ist. Dieser Druck steht daher dem Typendruck durchaus nicht nach; es 
erhöht sich sogar noch die Haltbarkeit der nachgedruckten Exemplare durch die ver- 
wendete bessere Druckfarbe. 

Jede Buchhandlung ist in den Stand gesetzt zu obigem Preise zu liefern« 

Einzelne Bände der Serie 1 — 100 können nicht abgegeben werden. 

Von Band 101 und folgende stehen einzelne Bände a M. 12. — zu Diensten. 
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